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Prefdcio d Primeira Tiragem 


Uma grande descoberta resolve um grande problems, mas hd sempre uma pi- 
tada de descoberta na resolugao de qualquer problems. 0 problems pode ser modes- 
to r mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quern o 
resolver por seus prdprios meios, experimental a tensao e gozard o triunfo da desco* 
berta. ExperiSncias tais, numa idade susceptive I, poderao gerar o gosto pelo trabalho 
mental e deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no cardter. 

Um professor de Maternities tern, assim, uma grande oportunidade. Se ele 
preenche o tempo que I he 6 conoedido a exercitar seus alunos em operagoes rotinei* 
ras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estudantes, des- 
perdrgando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele desafia a curiosidade dos 
alunos, apresentando-lhes problemas compatfveis com os conhecimentos destes e 
auxiliando-os por meio de indagagoes estimulantes, poderd incutir-lhes o gosto pelo 
raciocfnio independente e proporcionar-lhes certos meios para alcangar este objetivo. 

Um estudante cujo curso inclui Matem^tica tern, tamb£m, uma oportunidade 
finica, que ficard evidentemente perdida se ele considerar esta materia como uma dis- 
cipline com que precisa obter tantos cr£dito$ e a qual dever& esquecer, o mais r£pido 
possfvel, assim que passar pelas provas finals. A oportunidade pode ser desperdigada 
ate mesmo se o estudante tiver algum talento natural para a MatemStica, pois ele, co- 
mo todos os outros, precisa descobrir seus talentos e seus gostos: ningu4m poderd sa- 
ber se gosta de torta de magi se nunca a houver provado. £ possfvel, por£m, que che* 
gue a perceber que um problema de Matemitica pode ser tSfo divertido quanto um 
jogo de palavras cruzadas, ou que o intenso trabalho mental pode ser um exerefeio 
tao agraddvel quanto uma animada partida de tfinis. Tendo experimentado prazer 
no estudo da Matemdtica, ele nao a esquecer^ facil mente e haverd, entao, uma boa 
probabilidade de que eta se torne alguma coisa mais: um hobby , um instrumento pro- 
fissional, a propria profissao ou uma grande ambig£6. 

0 autor recorda*se do seu tempo de estudante, um aluno um pouco ambicioso, 
4vido por compreender alguma coisa de Matemdtica e de Ffsica. Ele assistia £s aulas, 
lia livros, tentava assimilar as resolug5es e os fatos que Ihe eram apresentados, mas ha- 
via uma questao que o perturbava repetidamente: "Sim, a resolugao parece que fun- 
ciona, que est£ cert a, mas como seria possfvel inventar, eu prdprio, essas coisas?" 
Hoje o autor ensina Matemfrica numa universidade. Pensa, ou espera, que alguns dos 
seus alunos mais interessados fagam perguntas semelhantes e procura satisfazer a cu- 
riosidade deles. Na tentativa de compreender, nao s6 como se resolve este ou aquele 
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problema, mas tamWm as motiva^oes e procedimentos da resolucao, e procurando 
explicar a outros essas motivagoes e esses procedimentos, ele foi afinal levado a escre- 
ver o presente livro. O autor tern a esperantpa de que este venha a ser util a professo- 
res que desejem desenvolver nos seus alunos a capacidade de resolver problemas e a 
estudantes que realmente queiram desenvolver a $ua pr6pria capacidade. 

Muito embora este livro dedique aten^ao especial Ss necessidades de alunos e 
professores, ele devera interessar a qualquer um que $e preocupe com os meios e as 
maneiras da inven^lo e da descoberta. £ possfvel que este interesse seja mais difun- 
dido do que se presume, sem major reflexao. 0 espapo dedicado pelos jornais e revis- 
tas populares a pa lavras cruzadas e a outros enigmas parece revelar que as pessoas pas- 
sam algum tempo resol vendo problemas sem aplicaqao prdtica. Por trfis do desejo de 
resolver este ou aquele problema que nao resulta em nenhuma vantagem material, po- 
de haver uma curiosidade mais profunda, um desejo de compreender os meios e as 
maneiras, as motivapoes e os procedimentos da resolugao. 

As pdginas seguintes foram escritas de forma um pouco concisa, mas tao sim- 
ples quanto possfvel, e fundamentam-se num longo e s6rio estudo dos metodos de 
resoluc^o. Este tipo de estudo, chamado Heur/stica por alguns autores, nao estd em 
moda nos dias que oorrem, mas tern um longo passado e, talvez, algum futuro. 

Pelo estudo dos metodos de resolu^ao de problemas, perce bemos um novo 
aspecto da Matem&tica. Sim, porque ela tern dois aspectos: £ a rigorosa ciencia de 
Euclidfes, mas £ tamb£m uma outra coisa. A Matemdtica, apresentadada maneira 
euclidiana, revela-se uma ciencia dedutiva, sistem&tica, mas a Matemdtica em desen- 
votvimento apresenta-se como uma ciencia indutlva, experimental. Ambos os as- 
pectos sao tao antigos quanto a pr6pria ci§ncia. Mas o segundo aspecto e novo sob 
um certo ponto de vista: a Matemdtica in statu nascendi, no processo de ser inven- 
tada, jamais foi apresentada exatamente desta maneira aos estudantes, aos profes- 
sores ou ao grande publico. 

A Heun'stica tem mu It ip las conexftes; matemdticos, logicos, psicdlogos, edu- 
cadores e at£ fildsofos reivindicam partes deste estudo para os seus domfnios par- 
ticu lares. 0 autor, bem ciente da possibiltdade de crftica de certos setores e perfei- 
tamente conscio de suas limltagoes, tem uma reivindicagfo a fazer: ele tem alguma 
experiSncia na resolu^ao de problemas e no ensino da Matemdtica em diversos nfveis. 

0 assunto 6 tratado pelo autor com maior profundidade num livro mais exten- 
so que estS em fase de Gonclusfo. 

Universidade Stanford, 1 de agosto de 1944 


Prefdcio d Setima Tiragem 



Tenho o prazer de comunicar que consegui agora cumprir, pelo menos em par- 
te, uma promessa feita no prettcio d primeira tiragem: os dois volumes que, sob os 
tftulos Induction and Analogy in Mathematics e Patterns of Plausible Inference, 
consti tuem a minha recente obra Mathematics and Plausible Reasoning, continuam 
a linha de raciocfnio iniciada neste livro. 

Zurich , SO de agosto de 1954 


VI 


VII 



Prefdcio & Segunda Edigao 


Sumario 


A presente segunda edigao 6 acrescentada, al£m de pequenas melhorias, uma 
nova quarta parte, sob o tftuJo "Problemas, Indicagoes, Solugoes". 

Quando esta edigao estava sendo prepara da para impressao, apareceu um 
estudo (Educational Testing Service, Princeton, N, J. cf. Time, 18 de junhode 1956) 
que parece ter formulado algumas observances muito pertinentes - elas nao consti- 
tuem novidade para as pessoas que sabem das coisas, mas jd era tempo de apresen- 
ti-las ao grande publico: "... a MatemAtica tern a duvidosa honra de ser a materia 
menos apreciada do curso,.. 0$ futures professores passam pelas escofas elementares 
a aprender a detestar a Matemdttca. . . Depois, voltam & escola elementar para ensinar 
uma nova geragao a detestS-la" 

Tenho a esperanga de que a presente edigao, destinada a uma difusao mais am- 
pla, convenga alguns de seus lei tores de que a Matem£tica, al£m de indispensdvel 
aos profissionais da Engenharia e ao conhecimento cientffico, pode ser divertida e 
tamWm descortinar um panorama de atividade mental no mais alto mVel. 

Zurich, 30 de junhode 1956. 
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E possfvef venftcar o rasuftado? E possfuel verificar o argumento? 

E possfvel chegar ao resultado por um caminho diferente? E possfvel perceber 
Examine a solute obtida. istQ num relance? 

E possfvel utilizar o resultado, ou o metodo, em algum outro problema? 


Introdu^ao 




As considerate* que segue m giram em torno da tista de indagagoes e sugev 
toes que r sob o tftulo “Como Resolver um Problema", encontram-se nas duas piginas 
anteriores. Qualquer uma destas questoes, quando cltada no texto r aparecerd impres- 
sa em itatico. A lista por etas constitufda sera mencionada srmplesmente como “a Ms- 
ta" ou “a nossa lista". 

As p&ginas seguintes discutirao o objetivo da lista, Mustrarao o seu emprego 
prdtico com o auxilio de exemplos e explicarao os seus fundamentos bSsicos e as 
respectivas operates mentais. A tftulo de explicate preliminar, pode-se indagar: se, 
utilizando-as a dequad am ante, a presen tar tais questdes a si prdprio ajudar£ a resolver 
o seu problema; se, utilizando-as adequadamente, dirlgir as mesmas questdes a um de 
seus alunos, ajuda-lo-S a resolver o problema que Ihe 4 proposto. 

O livro e$t£ dividido em quatro partes. 

0 tftulo da primeira parte £ “Em Aula". Cont£m vinte se^oes, cada uma delas 
design ada pelo seu numero em negrito, como, por exemplo, “se£ao7" As se^oes 1 a 
5 explanam, em termos gerais, o "Objetivo" de nossa lista. As se^des 6 a 10 descre- 
vem o que sao as "Pivisdes Principals, Questdes Principals" da lista e discutem um 
primeiro exemplo prdtico. As segoes 18, 19 e 20 acrescentam "Outros Exemplos". 

0 tftulo da segunda parte, muito curt a, e "Como Resolver um Problema". 
£ a presen ta da em forma de diSlogo, no qual um aluno algo idealizado responde as 
perguntas de um professor, tamb£m algo idealizado. 

A tercerra parte, a mats extensa, const itui um "Pequeno Dicron^rio de Heurfs- 
tica" Sera mencionada simplesmente como o "DicionSrio". Compreende sessenta 
e sete artigos, dispostos em ordem alfabetica. Por exemplo, o significado da pa- 
lavra HEURlfcTrcA (assim, em versalete] est£ ex post o num artigo com este tftulo, 
encontrado & p£gina 86. Toda referenda feita no texto a um dos artigos do Diciona- 
rioestard impressa em VERSALETE. Cert os parAgrafos de alguns artigos sao mais t£c- 
nicos e, por isto, aparecem entre colchetes. Alguns dos artigos estao intimamente li- 
gados £ primeira parte, a qual eles acrescentam alguns exemplos e comen tiri os mais 
especificos. Outros artigos vao alem do objetivo da primeira parte e explicam os seus 
fundamentos. Ha um artigo-chave sobre heuristica MODERNA, que descreve a co- 
nexao existente entre os principals aftigos e o piano em que se baseia o Diciondrio, 
aIGm de conter instrugoes para a procura de informates relativas a pontos especffi- 
cos da lista. £ preciso frisar que h3 um piano bdsico e uma certa unidade no Dicion£- 
rio, porque os seus artigos aparentam uma grande variedade. alguns artigos mais 
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longos dedicados £ discussao sistemStica, embora condensada, de alguns temas mais 
gerais. Certos artigos contem comentirios mais especfficos e outros t rat am de remis- 
soes, dados histdricos, citagoes, aforismas ou, ate mesmo, anedotas. 

0 Diciondrio nao deverd ser lido muito depressa, pois o texto estS muitas ve- 
ze* oondensado e e, aqui e ali, um pouco sutil. 0 leitor podera recorrer ao DicionSrio 
para obter informagao sobre temas gerais. Se o assunto procurado surgir da expe- 
rience com seus prdprios problemas ou dos de seus alunos, a leitura ter£ muito maior 
probabtlidade de ser proveitosa. 

A quarta parte £ intitulada "Problemas, Indicagdes, Solugoes" Nela sao pro- 
postos alguns problemas ao leitor mais interessado. Cada "problema" e seguido (a 
uma distlncia apropriada) por uma "indicagao" que pode revelar o caminho para che- 
gar ao resultado, que esta explicado na "solugao" 

Mencionamos, repetidamente, o "aluno" ou o "estudante", e o "professor", 
e a eles vo I tamos muitas e muitas vezes. £ bom observar que o "estudante" tanto 
poderd ser um aluno de curso secund&rio ou superior como qualquer pessoa que este- 
ja estudando Matem£tica. Da mesma maneira, o "professor" poder£ ser secunctirio 
ou universitSrio, ou qualquer pessoa interessada na t£cnica do ensino da Matemdtica. 
0 autor e near a a situagao umas vezes sob o ponto de vista do aluno e outras, do pro- 
fessor (o ultimo caso e preponderante na primeira parte). No entanto, na maior par- 
te das vezes, o ponto de vista code algu£m que nao e nem professor nem aluno, mas 
deseja resolver o problema que se Ihe apresenta. 


Parte 1 

Em Aula 

* 


OBJETIVO 

1. Auxflio ao estudante. Um dos mais importantes deveres do professor 6 o 
de auxiliar os seus alunos, o que n£o 6 fdcll, pois exige tempo, prStica, dedicagao e 
prinefpios firmes. 

0 estudante deve adquirir tanta experience pelo trabalho inde pendente quan- 
to Jhe for possfvel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com auxflio insufl- 
ciente, £ possfvel que nao experimente qualquer progresso. Se o professor ajudar 
demais, nada restart para o aluno fazer. O professor deve auxiliar, nem demais nem 
de menos, mas de tal modo que ao estudante caiba uma parcels razo&vetdo trabafho. 

Se o aluno nao for capaz de fazer muita coisa, o mestre dever£ deixar-lhe pelo 
menos alguma ilusao de trabalho independent. Para isto, deve auxili£-lo discreta- 
mente, sem dar na vista . 

O melhor e, porem, ajudar o estudante com naturaiidade. 0 professor deve co- 
locar-se no lugar do aluno, perceber o ponto de vista deste, procurar compreender o 
que se passa em sua cabega e fazer uma pergunta ou indicar um passo que poderia ter 
ocorrido ao prdprio estudante. 

2. Questoes, recomendagoes, operagoes mentai*. Ao procurar realmente aju- 
dar o aluno, com discrigao e naturaiidade, o professor £ repetidamente levado a fazer 
as mesmas perguntas e a indicar os mesmos passos. Assim, em inumeros problemas, 
temos de indagar: Quaf 4 a inedgnita? Podemos variar as palavras e indagar a mesma 
coisa de muitas maneiras diferentes: Do que £ que se precise? 0 que £ que se quer? O 
que £ que se deve procurar? A finalidade destas indagagoes e focalizar a atengao do 
aluno na inedgnita. Algumas vezes, obtem-se o mesmo efeito de maneira mais natural, 
com uma sugest£o: Considere a incdgnital A indagagao e a sugestao visam ao mesmo 
objetivo: ambas tendem a provocar a mesma operagao mental. 

Pareceu ao Autor que Valeria a pena coligir e agrupar indagagoes e sugestoes 
tfpicas, uteis para discutir os problemas com os alunos. A lista que aqui estudamos 
cont£m indagagoes e sugestoes deste tipo, cuidadosamente selecionadas e dlspostas. 
Elas s£o igualmente uteis £quele que procura resolver problemas por si prdprio. Se 
o leitor ficar suficientemente familiarizado com essa lista e conseguir perceber, por 
detras da sugestao, a agao sugerida, ele ver£ que a lista enumera, indiretamente, 
operagoes mentais tfpicas, uteis para a resotugao de problemas. Estas operagoes estao 
relacionadas na ordem em que £ mais prov£vel que ocorram. 
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3. Generalidade. £ uma im porta nte caracterfstica das indagapoes e suges- 
toes que constituent a nossa lista. Tomem-se as indagapSes: Quai 4 a incognita? Quais 
sao os dados? Qua / 4 a condicionante? Elas sao de aplicapao geral, podemos faze-las 
com sucesso ao tratarmos de problemas de qualquer tipo, A sua utilizapao n3o estk 
restrita a nenhum assunto em particular O nosso problema pode ser afg£brico ou geo- 
•metrico, matemdtico ou nao, um problema cientffico import ante ou um mero 
enfgma. Nao hb diferenpa, as indagapoes fazem sentido e podem auxiliar-nos a resol- 
ver o problema. 

Hi, de fato, uma restripao, mas que nada tem a ver com o assunto da materia, 
Algumas indagapoes e sugestoes da lista sao aplicSveis apenas a "problemas de deter- 
minapao" e n3o a "problemas de demonstrapao", Ver PROBLEMAS DE DETERMINA- 
gAO, PROBLEMAS DE DEMO N$T R A£ A 0, 

4, Bom senso, As indagapoes e sugestoes da nossa lista $So geniricas mas, ex- 
ceto quanto b sua generalidade, sao naturais, simples, 6bvias e se originam do bom 
senso comum: Tome-se a sugestao: Const dere a incdgnita ! f procure pensar num pro- 
bfema conhecido que tenha a mesma incognita ou outra semeihante. Ela aconselha a 
fazer aquilo que seria feito de qualquer maneira, sem nenhum conselho, por quern es- 
tivesse realmente interessado no seu problema, Esti com fome? Deseja entao conse- 
guir comida e pensa em meios conhecidos de obte-la. 0 seu problema b de Geome- 
tria? Deseja entao trapar um triangulo e pensa em processos conhecidos de faze-lo, 
Tem um problema qualquer? Deseja entao encontrar uma certa incdgnita e pensa em 
maneiras conhecidas de encontrar essa ou outra incdgnita semeihante. Se fizer isto, 
estari seguindo exatamente a sugestao que citamos em nossa lista. E estari assim no 
caminho certo, pois a sugestao b boa e indica um procedimento que frequentemente 
apresenta bons result ados. 

Todas as indagapoes e sugestoes da nossa lista sao naturais, simples, obvias, 
apenas o bom senso comum, mas elas formulam este bom senso em termos gerais. 
Elas indicam uma certa conduta que se apresenta naturalmente a qualquer um que 
esteja realmente interessado em seu problema e tenha alguma dose de bom senso. 
Mas aquele que procede de maneira certa geralmente n ao se preocupa em exprimir o 
seu procedimento em termos claros, ou possivelmente b incapaz de faze*lo. A nossa 
Itsta procura assim expressar tal fato. 

5- Professor e aluno. Imitapao e prdtica. Hd dois objetivos que o professor 
pode ter em vista ao dirigir a seus alunos uma indagapao ou uma sugestao da lista: 
primeiro, auxilid-lo a resolver o problema que Ihe 6 apresentado; seg undo, desen vol- 
ver no estudante a capacidade de resolver futuros problemas por si prbprio. 

A experiencia mostra que as indagapoes e sugestoes da nossa lista, se usadasde 
mode adequado, muito frequentemente ajudam o estudante. Elas t£m em comum 
duas caracterfsticas: bom senso e generalidade. Como se originam no bom senso co- 
mum, muitas vezes surgem naturalmente. Elas bem pode ri am ter ocorrido ao proprio 


aluno. Por serem gengricas, auxiliam discretamente : apenas indicam a direpao geral, 
deixando muito para o estudante fazer. 

Mas os dois objetivos mencionados estao intimamente ligados: se o aluno con- 
seguir resolver o problema que ihe b apresentado, terS acrescentado alguma coisa k 
sua capacidade de resolver problemas, Nao devemos, entao, esquecer de que as nossas 
indagapoes sao genSricas, apliedveis a muito* casos. Se a mesma indagapao for pro- 
veitosamente repetida, dificllmente o estudante deixard de noti-la e sarb induzido a 
for mu I ar, ele prbprio, essa indagapao em situapao semeihante. Pela repetipao da in- 
dagapao, poder£ chegar b \db\a certa. Com tal sucesso, ele descobrirS a maneira corre- 
ta de utilizar a indagapao e assim a terS realmente assimilado. 

0 estudante poderfi assimilar tao bem algumas das questoes de nossa lista que 
finalmente ser£ capaz de apresenti-la a si prdprio no momento apropriado e de reali- 
zar, natural e vigorosamente, a operapao mental correspondente, Quando tal acontece, 
o estudante extrai o maior proveito possfvel da lista. 0 que poder£ o professor fazer 
para obtereste melhor resultado possfvel? 

A resolupao de problemas b uma habilitapao prStica como, digamos, oba nata- 
p3o. Adquirimos qualquer habilitapao por imitapao e pr&tica. Ao tentarmos nadar, 
imitamos o que os outros fazem com as maos e os p£s para m ante re m suas cabepas 
fora ddgua e, afinal, aprendemos a nadar pela prdtica da natapSb. Ao tentarmos re- 
solver problemas, temos de observer e imitar o que fazem outras pessoas quando 
resolvem os seus e, por fim, aprendemos a resolver problemas, resolvendo-os, 

O professor que deseja desenvolver nos estudantes a capacidade de resolver 
problemas deve incutir em suas mentes algum interesse por problemas e proportio- 
ns Mhes muitas oportunidades de imitar e de praticar. Quando o professor tenciona 
desenvolver nos seus alunos as operapoes mentals correspondentes ds indagapoes e 
sugestoes da nossa lista, ele as apresenta tantas vezes quanto o puder fazer com natu- 
ralidade. Alem disso, quando o professor resolve um problema em aula, deve dramati- 
zar um pouoo as suas ideias e fazer a si prdprio as mesmas indagapoes que utilize 
para ajudar os alunos. Grapas a esta orientapao, o estudante acabard por descobrir o 
uso oorreto das indagapoes e sugestoes e, ao faz6-lo, adquirirS algo mais importante 
do que o simples conhecimento de um fato matemfitico qualquer. 

DIVISOES PRINCIPAIS, QUESTOES PRINCIPAIS 

6. As quatro fases. Ao procurarmos a solupao, podemos variar continuamen- 
te o nosso ponto de vista, a nossa maneira de encarar o problema. Temos de mudar 
de posipao de quando em quando. £ provdvel que a nossa concepp5o do problema se- 
ja muito incompleta no prinefpio; a nossa perspectiva b outra depois de feito algum 
progresso; ela b ainda mais diferente Quando estamos quase a chegar b solupao. 

Para agrupar convenientemente as indagapdes e sugestoes da nossa lista, dis* 
tinguiremos quatro fases de trabalho. Primeiro, temos de compreender o problema. 



temos de perceber claramente o que € necessiirio. Segundo, temos de wer como os 
diversos itens estao inter-relacionados, como a inc6gnita estd ligada aos dados, para 
termos a id6ia da resolugSo, para estabelecermos um piano . Terceiro, executamos o 
nosso piano. Quarto, fazemos um retrospecto da resolugao completa, revendo-a e 
discutindo-a. 

* Cada uma destas fases tern a sua importancia. Pode aconteoer que a um estu- 
dante ocorra uma excepcional id6ia brilhante e, saltando por sobre todas as prepa- 
ragoes, ele chegue impulsivamente i solugao. Estas id&as felizes sao, evidentemente, 
muito dssejjveis, mas alguma coisa muito inconveniente e desastrosa pode resultar se 
o estudante deixar de lado qualquer uma das quatro fases sem dela ter uma perfeita 
nogao. Acontecerd o pior se o estudante atirar-se a fazer cdlculos e a tragar figuras 
sem ter compreendido o problema. E geralmente inlitil executar detalhes sem perce- 
ber a conexfo principal ou sem ter feito uma espbcie de piano. Muitos enganos 
podem ser evitados se, na execugSo do seu piano, o estudante varificar cada passo. 
Muitos dos melhores efeitos podem ficar perdidos se ele deixar de reexaminar e de 
reconsiderar a solupao completa. 

7, Compreensao do problema. £ uma tolice responder a uma pergunta que 
nao tenha sido compreendida, G triste trabalhar para um fim que nao se deseja. Estas 
coisas tolas e tristes fazem-se muitas vezes, mas cabe ao professor evitar que elas ocor- 
ram nas suas aulas. 0 aluno precisa compreender o problema, mas nSo s6 isto: deve 
tamb£m desejar resolv€~lo. Se Ihe faltar compreensao e interesse, isto nern sempre 
serS culpa sua. O problema deve ser bem escolhido, nem muito diffcil nem muito fS- 
cil, natural e interessante, e um certo tempo deve ser dedrcado b sua apresentapao na- 
tural e interessante. 

Primeiro que tudo, o enunciado verbal do problema precisa ficar bem entendi- 
do. 0 aluno deve tamWm estar em condipoes de identificar as partes principals do 
problema, a incognita, os dados, a condicionante. D af porque, raramente, pode o pro- 
fessor dispensar as indagapoes: Qua! 4 a incdgnita? Quais sib os dados? Qua f 4 a con- 
dicionante? 

O estudante deve considerar as partes principals do problema, atenta e repeti- 
damente, sob vdrios pontos de vista. Se houver uma figura relacionada ao problema, 
deverS tragar uma figura e nela indicar a incbgnita e os dados. Se for necessdrlo de- 
signar estes elementos, deverS adotar uma notagSo adequada, pois, dedicando alguma 
atenpao £ escolha dos signos apropriados, serb obrigado a considerar os elementos pa- 
ra os quais esses signos t£m de ser escolhidos. uma outra indagapao que pode ser 
util neste est&gio preparatdrio, desde que nao se espere para ela uma resposta defini- 
tiva e sim uma provisoria, uma suposipao: £ possfvei satisfaier a condicionante? 

(Na exposipao da Parte 2, a "Compreensao do Problema" est3 subdividida em 
dois est Agios: Familiarizapao" e "Aperfeipoamento da compreensao",) 
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8. Exemplo. To memos, para ilustrar alguns pontos tratados acima, o seguinte 
exempio simples: Caicufar a diagonal de um paraleiepfpedo retSnguto do qua! sao co- 
nhecidos o comprimento, a iargura e a aitura. 

Para discutir com proveito este problema, os estudantes precisam conhecer o 
teorema de Pitagoras e algumasdas suas aplicapoes £ Geometria Plana, mas basta-lhes 
um conhecimento sistem^tico muito superficial da Geometria Espacial. 0 professor 
pode aqui contar com uma pequena familiaridade dos alunos com as relapoes espa- 
ciais, 

0 professor pode tornar interessante o problema, concretizando-o. A sala de 
aulas £ um paralelepfpedo retSngulo cujas dimensoes podem ser medidas ou estima- 
das. Os alunos devem calcutar, "medir indiretamente", a diagonal da sala. O professor 
indica o comprimento, a Iargura e a aitura da sala e, com um gesto, mostra a diago- 
nal. Ele anima a figura que trapou no quadro-negro por contfnuas references b sala. 

0 didtogo entre o professor e seus alunos pode principiar da seguinte maneira: 

— Qua/ 4 a incdgnita? 

— O comprimento da diagonal de um paralelepfpedo. 

— Quais sao os dados? 

— 0 comprimento, a Iargura e a aitura do paralelepfpedo. 

— Adote uma notagao adequada. Qual a letra que deve denotar a incdgnita? 

— x. 

— Quais as letras que escolheria para o comprimento, a Iargura e a aitura? 

— a t b e c. 

— Quat 4 a condicionante que relaciona a t b e c com x? 

— x € a diagonal do paralelepfpedo no qual a, b e c sao, respectivamente, o 
comprimento, a Iargura e a aitura. 

— Trata-se de um problema razoavel? Ou seja, a condicionante 4 suficiente pa- 
ra deter mi nar a incdgnita? 

— Sim, ele 6 razodvel. Se conhecermos a f b e c, conheceremos o paralefepfpe- 
do. Se o paralelepfpedo ficar determinado, a sua diagonal tamb£m o ficara. 

9. Estabelecimento de um piano. Temos um piano quando conhecemos, pe- 
lo menos de um modo geral, quais as contas, os cilculos ou os desenhos que preci- 
samos executar para obter a incognita. 0 caminho que vai desde a compreensao do 
problema at£ o estabelecimento de um piano, pode ser longo e tortuoso. Realmente, 
o principal feito na resolupao de um problema e a conceppao da id£ia de um piano. 
Esta idgia pode surgir gradualmente ou, entao, ap6s tentativas inf rut ff eras e um pe- 
riodo de hesitapao, aparecer repentinamente, num lampejo, como uma "id£ia brilhan- 
te". A melhor coisa que pode um professor fazer por seu aluno £ propiciar-lhe, dis- 



creta mente, uma id6ia luminosa, As indagagdes e sugestdes que passamos a discutir 
tendem a provocar taf id£ia. 

Para sentir a posigfr do estudante, o professor deve pensar na sua prdpria ex pe- 
ri encia F nas dificuldades e sucessos que ele mesmo encontrou ao resolver problemas. 

Sabemos, natural mente, que 6 difi'cil ter uma boa ideia se pouco conhecemos 
do assunto e que £ impossfvel te-la se dele nada soubermos. As boas ideias sao ba- 
seadas na experiencia passada e em conhecimentos previa mente adquiridos. Para uma 
boa ideia, n£o basta a simples recordagao, mas nao podemos ter nenhuma ideia boa 
sem relembrar alguns fates pertinentes. Nao bastam os materiais para a construgao de 
ma ca$a, mas nao podemos construMa sem langar mao dos materiais necessdrios. Os ma- 
teriais indispen$£vei$ d resolugao de um problema matem&tico sao certos itens relevan- 
tes do conhecimento matemdtico \& adquirido, tais como problemas anteriormente re- 
solvidos e teoremas anteriormente demonstrados. Assim sendo, deve-se muitas vezes 
co mega r o trabalho pela indagagao: Conhece um problems corre/ato? 

A dificuldade estd em que, geralmente, hd problemas demais que estSo, de uma 
maneira ou de outra, relacionado® com o nosso, isto 6, que tfim com este algum pom 
to em comum. Como, entSo, escolher aquele, ou os poucos, que sao realmente uteis? 
H3 uma sugestao que vai direta mente a um ponto comum essencial: Considere a 
incognita \ E procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incognita 
ou outra semelhante. 

Se conseguirmos lembrar de um problema anteriormente resolvido que seja 
intimamente relacionado com o nosso, t ere mas tido muita sorte, Devemos fazer 
por merecer esta sorte e podemos merece-la, aproveitando-a. Eis um problema corre- 
late jd resolvido. £ possivef utiliza-fo? 

As indagagdes acima, se forem bem compreendidas e atentamente considers- 
das, muitas vezes contribuem para dar partida & correta sequencia de ideias, mas nem 
sempre conseguem ajudar, pois nao podem fazer mi lag res, Se elas nao funcionarem, 
precisaremos procurer, em torno, algum outro ponto de contato apropriado e exami- 
nar os diversos aspectos de nosso problema. Teremos de variar, de transformer, de 
modified-io. £ possivef reformular o problema? Algumas das indagagdes da nossa 
lista indicam meios especfficos de VariacAo do problema, tais como a Generali- 
ZacAo, a PARTICULAR! ZacAo, o recurso a ANALOGIA, o abandono de uma parte da 
condicionante e outros. Os detalhes sao importantes, mas nao podemos examina-los 
agora. A variagao do problema pode levar a um PROBLEMA AUXILIAR adequado: Se 
nao conseguir resolver o problems, procure antes resolver um problems correlate. 

Ao tentarmos aplicar vdrios problemas ou teoremas conhecidos, cogitando de 
diversas modificagoes e ensaiando problemas auxiliares diferentes, podemos distan- 
ciarmo-nos tanto do nosso problema original que correremos o risco de perde lo 
por completo. H3, no entanto, uma boa indagagao que pode nos trazer de volta a ele: 
Utihzou todos os dados? Uti/izou tod a a condicionante? 


10. Exemplo, Voltemos ao exemplo considerado na segao 8. Quando o dei- 
xamos, os alunos haviam acabado de compreender o problema e de mostrar por ele 
algum interesse, Eles poderiam ter agora algumas ideias prdprias, alguma iniciativa. 
Se o professor, tendo observado atentamente, nao notar qualquer sinal dessa inicia- 
tiva, ter3 de repetir cu id ado sa mente to do o seu di^logo com os estud antes. Ele deve 
estar preparado para apresentar de novo, com modificagoes, as indagagoes nao res- 
pondidas. Deve tambSm estar preparado para encontrar, muitas vezes, o silencio des- 
concertante de seus alunos (o qual sera abaixo indicado por reticencias ). 

— Conhece um problema correlato? 

— Considere a incognita\ Conhece um problems que tenha a mesma inedgnita 
ou outra semelhante? 


- Entao, quale a inedgnita? 

— A diagonal de um paralelepfpedo. 

— Conhece algum problema que tenha a mesma incognita? 

— Nao, Atnda nao resolvemos nenhum problema em que entrasse a diagonal de 
um paralelepfpedo. 

- Conhece algum problems que tenha uma inedgnita semelhante? 

— Repare, a diagonal e um segmento, um segmento de reta, Nunca resolveu 
um problema cuja incognita fosse o comprimento de uma linha? 

— Claro que j£ resolvemos desses problemas. Por exemplo, calcular um lado 
de um triangulo retSngulo. 

- Est£ certo. Eis um problema corre/ato jd resolvido. i possivei utifizd-lo? 


- Teve sorte de se lembrar de um problema relacionado ao seu e que resol- 
veu antes, Nao gostaria de utilizS-lo? € posst'vel introduzir algum elemento auxifiar 
para possibifitar a sua utilizagao? 


“ Olhe aqui, o problema de que se lembrou refere-se a um triangulo, Ha algum 
triingulo na sua figura? 

Esperemos que esta ultima indicagao seja bastante explfcita para dar a id£ia 
da solugao, que e a introdugao de urp triangulo ret^ngulo (destacado na figura 1 ), do 
qual a diagonal pedida £ a hipotenusa. No entanto, o professor deve estar preparado 
para o caso em que at6 esta indicagao tao explfcita seja insuficiente para despertar os 
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a I Linos de sen torpor. Deve ainda prepararse para usar toda uma gama de indicates 
mais ou me nos explicit as. 



— N5o gostaria de ter um triangulo na figura? 

— Que trpo de triangulo gostaria de ter na figura? 

— Nao pode ainda calcular a diagonal, mas j£ disse que 4 capaz de calcular o 
lado de um triangulo. Entao, o que far4 agora? 

— Poderia calcular a diagonal se ela fosse o lado de um triangulo? 

Quando afinal, com ajuda maior ou menor, os estudantes conseguirem intro- 
duzir o elemento auxiliar decisivo, que 4 o triangulo retangulo em destaque na 
figura 1, o professor devera estar convicto de que seus alunos veem bastante adiante, 
antes de encoraja-los a passar aos c4 tail os. 

— Acho que foi uma boa ideia tragar aquele triangulo. Agora tem um triangu- 
fo, mas a incbgmta? 

- A incdgnita 4 a hipotenusa do triSngulo. Podemos catcul4-la pelo teorema 
de Prtdgoras. 

— Sim, se forem conhecidos os do is catetos. Mas nao sao? 

— Um cateto 4 dado, 4 c. 0 outro, parece que n So e dificil de achar. Sim, o 
outro cateto e a hipotenusa de um outro triangulo retangulo, 

— Muito bem! Agora vejo que j4 tem um piano. 

11. Execugab do piano. Co nee be r um piano, a id4ia da resolugao, nao 4 f4cil. 
Para conseguir isto 4 preciso, al4m de conhecimentos anteriores, de bons habitos 
mentais e de concentragao no objetrvo, mais uma coisa: boa sorte, Executar o piano 4 
muito mais f4cil; paci&ncia 4 o de que mais se precise, 

8 


O piano proporciona apenas um roteiro geral. Precisamos ficar convictos de que 
os detalhes inserem-se nesse roteiro e r para isto, temos de examina-ios, um apbs ou- 
tro, pacientemente, at4 que tudo fique perfeitamente claro e que n§o reste nenhum 
recanto obscuro no qual possa ocultar-se um erro. 

Se o aluno houver realmente concebido um piano, o professor ter4 entSo um 
peri'odo de relativa tranqiiilidade. O maior risco 4 o de que o estudante esquega o 
seu piano, o que pode facilmente ocorrer se ele recebeu o piano de fora e o aceitou 
por influ4ncia do professor. Mas se ele proprio houver preparado o piano, mesmo 
com alguma ajuda, e concebido com sati&fagao a id4ia final, nao perdera facilmente 
essa ideia. De qualquer manerra, o professor deve insistir para que o aluno verifique 
cada passo. 

Podemos nos convencer "intuitivamente" ou "formalmente" da corregao de 
um passo do nosso raciocfnio. Podemos nos concentrar no ponto em questao ate 
que o percebamos com tanta clareza e nitidez que nao reste duvida de que o passo 4 
correto ou, entao, podemos deduzi-lo de acordo com regras formais. (A diferenga 
entre "intuigao" e "raciocfnio formal" 4, em muitos casos importantes, bastante 
clara, porem podemos deixar a sua discussao para os filosofos,) 

0 principal 4 que o estudante fique honestamente convicto da corregao de cada 
passo. Em oertos casos, pode o professor realgar a diferenga entre "perceber" e "de- 
monstrar": i= possfve t perceber daramente que o passo est4 certo? Mas pode tamb4m 
demonstrar que o passo estd certo? 

12. Exemplo* Retomemos o problema no ponto em que o deixamos, no 
final da segSb 10. O aluno conseguiu, afinal, ter a id4ia da resolugao. Ele percebe o 
triangulo do qual a tncbgnita x 4 a hipotenusa e a altura dada c e um dos catetos; o 
outro cateto 4 a diagonal de uma face. Deve-se, possivefmente, insistir para que o 
estudante adote uma notagao apropriada. Ele deve escolher y para denotar o outro 
cateto, que 4 a diagonal da face cujos lados sao a e b. Assim conseguir4 perceber com 
maior clareza a ideia da resolugao, que consiste em introduzir um problema auxiliar 
cuja incbgnita ser4 y. Por fim, calculando um triSngulo apos outro, ele poder4 chegar 
a (ver figura 1) 

x 2 = y 2 + c 2 
y 2 - a 2 + b 2 

e da i, elrminando a incognita auxiliar y, 

x 2 =* a 2 + b 2 + c 2 
x ~ \fa 2 + b 2 + c 2 . 



O professor nao tera motivo de interromper o aluno se este executar correta- 
mente as operates, a nao ser, possivelmente, para alerta-lo de que devera verificar 
cadapasso. Assim, o professor pode argumentar: 

- £ possivel perceber daramente que o trianguio de lados x.yec 4 retangulo? 

O estudante a isto poderj responder honestamente "Sim, e", mas e possivel 
que ele fique muito embaragado se o professor, nao contente com a convicgao intui- 
t|va do aluno, continuar a inquirir: 

- Pode entao demonstrar que o trianguio e retangulo? 

Por isso, e melhor que o professor suprima esta indagagao ate que a turma te- 
nha uma boa base de Geometria Espacial. Mesmo neste caso, hd o risco de que a res- 
posta a uma pergunta incidental se torne a dificuldade principal para a maioria dos 
a I li nos, 

13. Retrospecto. Ate mesmo alunos razoavelmente bons, uma vez chegados a 
solugao do problema e escrita a demonstragao, fecham os livros e passam a outro 
assunto. Assim fazendo, eles perdem uma fase importante e instrutiva do trabalho da 
resolugfo. Se fizerem um retrospecto da resolugao completa, reconsiderando e re- 
exam inando o resultado final e o caminho que levou ate este, eles poderao consol i- 
dar o seu conhecimento e aperfeigoar a sua capacidade de resolver problemas. Um 
bom professor precisa compreender e transmitir a seus alunos o conceito de que pro- 
blema algum fica completamente esgotado. Resta sempre alguma coisa a fazer. Com 
estudo e aprofundamento, podemos melhorar qualquer resolugao e, seja como for, 

6 sempre possivel aperfeigoar a nossa compreensao da resolugao. 

A esta altura, o estudante cumpriu o seu piano. Ele escreveu a resolugao, ve- 
rificando cada passo. Assim, tern boas razoes para crer que resolveu corretamente o 
seu problema. Apesar de tudo, 4 sempre possivel haver erros, especialmente se o 
argumento for longo e trabalhoso. Daf, a conveni&ncia de verificagdes. Em particu- 
lar, se houver algum processo rapido e intuitivo para verificar, quer o resultado, quer 
o argumento, ele nafo deverj ser desprezado. £ possi vel verificar o resultado? £ posst- 
vef verificar o argumento? 

Para nos convencermos da presenga ou da qualidade de um objeto, desejamos 
vS-lo e tocS-lo. Assim como preferimos perceber por meio de dois sentidos, preferi 
mos nos convencer por duas demonstragoes diferentes: £ possivel chegar ao resulta 
do por um caminho diferente? E preferfvel, naturalmente, um argumento curto e 
intuitivo do que pm outro longo e trabalhoso: £ possivel percebS-lo num relance? 

Um dos primeiros deveres do professor 4 nao dar aos seus alunos a impressSo 
de que os problemas matemdticos tern pouca relagao uns com os outros, de que 
nenhuma relagSo tem com qualquer outra coisa. Surge uma oportunidade natural de 
investigar as relagoes de um problema quando fazemos o retrospecto de sua resolu- 
cao. Os estudantes acharffo realmente interessante o retrospecto se eles houverem fei 


to um esforgo honesto e ficarem conscientes de terem resolvido bem o problema, 
Neste caso r flcarao anslosos para ver o que mais poderao conseguir com aquele esfor- 
£0 e como poderSo, da prbxima vez r fazer tSfo bem quanto desta. 0 professor deve 
encorajar os alunos r a imaginar casos em que eles poderao outra vez utilizar o proce- 
dimento usado ou o resultado obtido. £ posstvel utitizar o resultado , ou o metodo , 
em algum outro problema? 

14. Exemplo. Na segao 12, os estudantes haviam finalmente chegado & so- 
lugao: se as tres arestas de um paralelepfpedo retangulo, que se originam num mesmo 
v^rtice, sao a, b e c y a diagonal ser£ 

yfa 2 + b 2 + c\ 

£ posstvel verificar o resultado? 0 professor nao pode esperar de um aluno 
inexperiente uma boa resposta a esta indagagao, Os alunos devem, por6m, aprender 
bem cedo que os problemas "literals" apresentam uma grande vantagem sobre os 
problemas puramente "num&ricos": se o problema for literal ele se prestard a diversas 
verificapoes, as quais nao podem ser apticadas a um problema numSrico. 0 nosso 
exemplo, embora bem simples, £ suficiente para mostrar esta propriedade, 0 profes- 
sor pode apresentar virias indagagoes a que os alunos facllmente responderao com 
"Sim", mas um "Nao" revelarS uma $6ria falha no resultado. 

— Utiiizou todos os dados? Todos os dados aparecem na sua formula que ex- 
prime a diagonal? 

- 0 comprimento, a largura e a altura desempenham funpoes no nosso proble- 
ma; este 4 sim^trico em relapSo a a, b e c. A expressSo obtida para a diagonal ser3 
simetrica em relagSo a a f b t c? Ela permanecerd inalterada quando a, b ec forem per- 
mutados entre si? 

- 0 nosso problema 6 da Geometria Espacial: calcular a diagonal de um parale- 
iepipedo de dimensdes dadas a, b e c. Ele e andlogo a outro problema da Geometria 
Plana: calcular a diagonal de um retingulo de dimensoes dadas, a e b. 0 resultado do 
nosso problema "espacial" seri ana logo ao resultado do problema "piano"? 

— Se a altura c decrescer at 6 se anular, o paralelepfpedo transformar-se-a num 
paralelogramo, Se flzer c = 0 na sua formula, obterd a formula correta para a dia- 
gonal de um paralelogramo retangulo? 

— Se a altura c crescer, a diagonal tambiSm crescer£. A sua formula mostra isto? 

- Se todas as tres dimensSes do paralelepfpedo crescerem numa determinada 
proporpao, a diagonal tamb^m crescer^ nessa mesma proporpao. Se, na sua formula, 
substltuir a f b e c por 1 2a, 1 2 b t 1 2c, respect ivamente, a expressao da diagonal, devi- 
do a essa substituigao, tamb^m devera ficar multiplicada por 12, EstarS certo isto? 

— Se a r b e c estiverem expresses em metros, a fdrmula fornecerS a diagonal 
tamb^m em metros. Mas se mudar todas as medidas para centfmetros, a fbrmula de- 
ver£ continuar valida. Estard certo isto? 



(As duas ultimas quest&es sao essencialmente equivalentes; ver TESTE DIMEN- 
SIONAL.) 

Estas indagapoes produzem di versos efeitos bons. Primeiro, um estudante in- 
teligente nffo poderS deixar de impression a r-se pelo fato de que a formula passou em 
tantos testes. Ele jS ficara convicto de estar certa a fbrmula porque ele a deduzira 
• cuidadosamente. Mas agora estS ainda mais convencido disso e o aumento da confi- 
anga provem de outra origem: deve-se a uma esp6cie de "prova experimental". Entao, 
gragas as indagagoes precedentes, os detalhes da formula adquirem um novo signifi- 
cado e ficam ligados avirios fatos. A formula tem, portanto, melhor probabilidade 
de ficar lembrada, o conhecimento do estudante consolida-se. Finalmente, as inda- 
gagoes podem facilmente ser transferidas para problemas semelhantes. Ap6s alguma 
experience com problemas semelhantes, um estudante inteligente poderS perceber 
as ideias bSsicas gerais: a utilizaga'o dos dados relevantes, a variagao dos dados, a sime- 
tria, a analogia. Se ele adquirir o Mbito de dlrigir sua atengao para estes pontos, a 
sua capacidade de resolver problemas poderfi definitivamente beneficiar-se. 

£ posstvet verificar o argumento? Em casos diffceis e importantes, pode ser 
necessSrio verificar de novo o argumento, passo a passo. Geralmente, nSo basta to- 
mar, para verificagffo, alguns pontos "sensfveis". No nosso caso, pode ser oonveniente 
discutir retrospectivamente aquela questao que parecia a me nos prdpria d discussSo 
quando a solug^o ainda nao havia sido alcangada: 6 possfvel demonstrar que o trian- 
gulo cujos lados sao a, b e c e retlngulo? (Ver o final da segfo 12.) 

£ posstve! utilizar o resuitado, ou o m4todo, em aigum outro problems? Com 
um pouco de incentivo e apos um ou dois exemplos, os estudantes facilmente enoon- 
tram aplicagoes que consistam, essencialmente, em dar alguma interpretagao concre- 
te aos elementos matemiticos abstratos do problema. 0 prdprio professor deu uma 
interpretaglo concreta ao tomar a sala em que dava a aula oomo o paralelepfpedo 
do problema. Um estudante medfocre pode propor, como aplicagao, calcular a dia- 
gonal do restaurante em lugar da diagonal da sala de aulas. Se os alunos nao apare- 
cerem com observances mais imaginosas, o professor poderS apresentar o problema 
de forma ligeiramente diferente, como, por exemplo: "Sendo dados o comprimento, 
a largura e a altura de um paralelepfpedo retSngulo, calcular a distancia do seu cen- 
tra a um dos vertices" 

Os estudantes podem utilizar o resuitado do problema que acabaram de resol- 
ver, se observarem que a distancia pedida 6 a metade da diagonal recentemente cal- 
culada. Ou entao eles podem utilizar o metodo, introduzindo triSngulos retangulos 
apropriados (esta ultima alternativa 4 menos dbvia e algo mats desajeitada para o 
caso presente). 

Depots desta aplicagSo, o professor pode discutir a configuragao das quatro 
diagonals do paralelepfpedo e das seis piramides das quais as seis diagonals sao as 
arestas. Quando a imaginagao geomfitrica dos alunos estiver suficientemente avivada, 
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o professor dever& voltar & sua indagapao: £ possfvei utilizar o resuitado, ou o m£to- 
do, em aigum outro problema? Hi agora maior probabilidade de que os alunos encon- 
trem alguma interpretapSo concreta mais interessante, como, por exemplo, a seguinte: 

"No centre da cobertura retangular de um edit fcio, que tem 21 metros de com- 
primento e 16 metros de largura, instala^se um mastro de 8 metros de altura. Para 
amarrar o mastro, precisamos de quatro cabos iguais. Estes partem do mesmo ponto, 
2 metros abaixo do topo do mastro, e sio fixados nos quatro cantos da cobertura 
do ediffeio. Qual seri o comprimento de cada cabo?" 

Os estudantes podem utilizar o metodo do problema que acabaram de resolver 
com detalhes, introduzindo um triSngulo retangulo num piano vertical e um outro 
piano horizontal, ou, se n£o, podem utilizar o resuitado , imagmando um paralelepf- 
pedo retangulo, do qual a diagonal x & um dos quatro cabos e as arestas sao 

a = 10,5 b = 8 c - 6. 

Pela aplicagao direta da fbrmula, obtem-sex = 14,5. 

Para outros exemplos, ver £ POSSlVEL utilizar O RESULT ADO? 

15. Abordagens diversas. Voltemos, por um momento, ao problema consi- 
derado nas sepSes anteriores 8, 10, 12 e 14, 0 trabalho principal, que consistiu na 
descoberta de um piano, foi descrito na seplb 10. Ele poderia ter seguido uma linha 
de raciocfnio diferente, apresentando as seguintes indagagoes: 

— Conhece aigum problema correfato? 

— Conhece um problems andlogo? 

— Como v6, o problema proposto 6 da Geometria Espacial. Poderia imaginar 
um problema andlogo mais simples da Geometria Plana? 

— Como ve, o problema proposto 6 relative a uma figura no espapo e refere-se 
a diagonal de um paralelepfdedo retlngulo. Gue problema relativo a uma figura 
no piano poderia ser andlogo? Ele deverd referir-se d — diagonal — de - um paralelo- 
gramo — 

— Retangulo. 

Os estudantes, mesmo se forem muito vagarosos e indife rentes, e houverem si- 
do incapazes de at& af fazer qualquer suposipao, serao forpados a contribuir com pelo 
menos uma minuscula parte da ideia, AIGm disso, se os alunos forem assim tao lentos, 
o professor nao devera tomar o presente problema sem antes ter discutido, para pre- 
parar os alunos, o problema andlogo relativo ao paralelogramo. Af ent§b ele podera 
prosseguir da seguinte maneira: 

— E is aqui um problema correfato $ antes resofvido. £ possfvei utffiz4-lo? 
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— Deve-se introduzir afgum efemento auxifiar para tornar possfvel a sua uti- 
fizagao? 

Por fim, o professor pode chegar a sugerir aos alunos a ideia desejada, que con- 
si ste em conceber a diagonal de um dado paralelepfpedo como a diagonal de um pa* 
ralelogramo apropriado, que precisa ser introduzido na figura (como a intersegaode 
um paralelepfpedo com um piano que passa por dues arestas o post as). A idgia e es* 
send al mente a mesma que antes (segao 10), mas a abordagem £ d if e rente. Na segao 
10, o contato com o conhecimento de que dispunham os estudantes foi estabelecido 
por intermedro da incognita: um problems resofvido antes, foi relembrado porquea 
sua incdgnita era a mesma do problems proposto. Aqui, e a analogia que proporciona 
a id€ra da resolugab. 

16. 0 m£todo de questionar do professor, descrito nas segoes anteriores, 
8, 10, 12, 14, 15 consiste essencialmente nisto: comegar por indagagao ou sugestao 
generica da nossa lista e, se necessSrio, descer gradualmente para outras mais espe- 
offices e concretas ate chegar a que provoque a resposta na mente do estudante. 
Se for precise auxiliar o aluno a a prove! tar a sua ideia, deve-se comegar de novo, se 
possfvel, por uma Indagagao ou sugestao generica da lista e, se necessario, voltar a 
alguma mais especffica e assim por diante. 

Naturaimente, a nossa lista e apenas a primeira do genero, Ela parece sufi- 
ciente para a maioria dos cases, mas sem duvida poder^ ser aperfeigoada. £ impor 
tante, porem, que as sugestoes iniciais sejam simples, naturars e genericas, e que 
a lista seja curta. 

As sugestoes devem ser simples e naturals, porque do contrdrio elas nao 
pod er i am ser discretas. 

As sugestoes devem ser genericas, aplic£veis nao apenas ao problems presente, 
mas tambfcm a problemas de todos os tlpos, pois s6 assim elas poderao desenvolver 
a capacidade do estudante e nao somente uma tecnica especffica. 

A Lista deve ser curta, para que as questdes possam ser frequentemente repeti 
das, sem artificialismo e em condigoes diferentes. Desse modo, e provavel que elas 
sejam finalmente assimiladas pelo estudante e contribuam para o desenvolvimento de 
um hibito mental. 

€ necessario descer gradualmente a sugestoes especfficas, para que o aluno te- 
nha uma parcels do trabalho tao grande quanto possfvel. 

Este metodo de questionar nao e rfgido. E ainda bem, pais, nestes assuntos, 
qualquer prooedimento rfgido, mecanico, pedante, seri f or gosa mente prejudicial. 
O nosso metodo permite uma certa elasticidade e variagao, admite abordagens 
diversas (segao 15), pode e deve ser aplicado de tal maneira que as questoes apre- 
sentadas pelo professor possam ter ocorrido ao prdprto aluno. 


Se o professor desejar experimenter, em aula, o metodo aqui proposto, deverS, 
evidente mente, proceder com cautela. Dever£ estudar cuidadosa mente o exemplo 
apresentado na segao 8 e aqueles que seguem nas segoes 18, 19 e 20. Deverd p re para r 
cuidadosamente os exemplos que pretende discutir, considerando tambem aborda- 
gens diversas, Dever£, ainda, comegar por algumas tentativase descobrir gradualmen- 
te como Ihe ser& possfvel apJicar o m4todo, como os estudantes o recebem e quanto 
tempo Isso Ihe tomard. 

17. Questoes boas e m£s. Quando o metodo de questionar acima formulado 6 
bem compreendido, ele ajuda a avaliar, por comparagao, a qualidade de certas suges- 
toes que podem ser apresentadas na intengao de auxiliar os estudantes. 

Voltemos & situagao tal como ela se apresentava no infeio da segao 10, quando 
foi feita a indagagao: Conhece um problems correlate? Em lugar desta, com a melhor 
das intengoes de ajudar os alunos, pode ser que se apresente a que$t£o: f: possfvel 
apticar o teorema de PitAgoras? 

A intengao pode ser a melhor, mas a questao & das piores. Precisamos perce- 
ber em que situagao foi ela apresentada, para em seguida ver por que hi uma longa 
sequ$ncia de objeg5es contra esta esp£cie de "auxflio". 

(1) Se o estudante estiver prdximo da solugSo, ele entenderS a sugestao implf* 
cita na indagagao: mas se nao estiver, i muito provavel que de modo algum perceba 
aonde se quer chegar com a questao. Assim, esta deixara de auxiliar no exato momem 
to em que o auxflio mais se fizer necessario. 

(2) Se a sugestao for compreendida, ela revelard todo o segredo, muito pouco 
restando para o estudante fa 2 er. 

(3) A sugestao 6 de natureza muito especffica. Mesmo que o estudante a a pro- 
ve ite na resolugao do presente problema, nada aprenderd para problemas futuros. A 
questefo nao e instrutiva. 

(4) Mesmo que ele compreenda a sugestao, o estudante dificilmente perceberd 
como ocorreu ao professor apresentar tal questao. E como poderia ele, o estudante, 
chegar a esta questao por si prdprio? Parece um passe de mdgica, assim como tirar um 
coelho de um chapdu. A questao realmente nada tern de instrutiva. 

Nenhuma destas objegoes pode ser levantada contra o prooedimento descrito 
na segao 10 e, novamente, na segao 15. 

OUTROS EXEMPLOS 

18. Um problema de tragado geomitrico, fnscrever um quadrado num triin - 
gulo dado . Dots vertices do quadrado dkvem situar-se sobre a base do triangulo e os 
dots outros vertices sobre os dots outros lados do triinguio, um em cada. 

Qua! £ a inedgnita? 
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— Um quad rad o. 

— Quais sad os dados? 

— £ dado um triSngulo, nada mais. 

— Qua! 6 a condicionante? 

Os quatro vertices do quadrado devem situar-se sobre o perfmetro do trian- 
gulo, dots deles sobre a base e um vetice em cada um dos dois outros lados. 

— £ possfve! satisfazer a condicionante? 

— Acho que sim. Nao tenho muita certeza. 

— Parece achar que o problema nao 6 muito f£cil. Se nao puder resolver o pro- 
blems proposto f procure prime! ro resolver afgum problema correlator £ possfve I sa- 
tisfazer uma parte da condicionante? 

- Que quer dizer por parte da condicionante? 

— Como v6, a condicionante refere-se a todos os vertices do quadrado. Quan- 
tos vertices tern este? 

— Quatro. 

— Uma parte da condicionante seria relative a menos de quatro vertices. Man- 
tenha apenas uma parte da condicionante , deixe a outra de iado. Que parte da condi- 
cionante 6 fdcil de satisfazer? 

- £ Weil tragar um quadrado que tenha dois vertices sobre o perfmetro - ou 
mesmo tr&s vertices sobre o perfmetro. 

— Trace uma figure ! 

O aluno traga a figura 2, 


Figure 2 

- Manteve uma parte da condicionante e deixou a outra de iado. A to que pon- 
to fhou a inedgnita assim determinada? 
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— 0 quadrado nao ficari determinado se tiver apenas tr&$ vertices sobre o 
perfmetro. 

- Muito bem. Trace uma figural 
O aluno traga a figura 3. 



Figure 3 


— Como disse, o quadrado n&> fica determinado pela parte da condicionante 
que foi mantida. Como 4 que efe pode variar? 


— Tr&s dos vertices do quadrado estao sobre o perfmetro do trttngulo, maso 
quarto nao esti Ifi onde deveria ficar, 0 seu quadrado, como observou, esti indeter- 
minado, ele pode variar, assim como o seu quarto virtice. Como 4 que pode variar? 


— Tente experimentalmente, se desejar. Trace outros quadrados com tres ver- 
tices sobre o perfmetro, da mesma maneira que tragou os dois quadrados jd na figura. 
Trace quadrados grandes e pequenos. 0 que parece ser o lugar geom&rico do quarto 
v^rtice? Como 4 que efe pode variar? 

0 professor levou o aiuno at£ prbximo da id6ia da solugao. Se este for capaz de 
perceber que o lugar geom£trico do quarto v£rtice 4 uma reta, ele ter6 chegado £ so- 
lugfe. 

19. Um problema de demonstragao. Dois Sngulos estao em pianos diferentes, 
mas cada iado de um deles 4 paraleio ao Iado correspondente do outro e eSt4 tamb4m 
ns mesma diregao. Demonstrar que os dois Sngofos sao iguais. 

0 que temos a demonstrar 4 unrteorema fundamental da Geometrla Espacial. 
0 problema pode ser submetido a estudantes que saibam a Geometna Plana e tenham 
conhecimento daqyelas poucas nogoes da Geometria Espacial que servem de prepara- 
g£o para o presente teorema, nos Elementos de Euclides. (0 teorema que enunciamos 
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e vamos demonstrar constitut a proposigao 10 do Livro XI dos Elementos.) Nao ape- 
nas aquelas indagagoes e sugestoes extrafdas da nossa Jista estao impressas em itaiico, 
mas tamb£m outras que a elas correspondent, assim como "problemas de demonstra- 
pSo" correspondem a "problemas de determinag3b" (Esta correspond£ncia 6 siste- 
mgticamente de&crita em PROBLEMAS DE DETERMinaqAo, PROBLEMAS oe de- 
MONSTRACAo, 5 e 6J 

- Qua f 4 a hipdWse? 

— Dois angulos estSo em pianos diferentes. Cada lado de um 6 paralelo ao lado 
correspondente do outro e tem tambGm a mesma direp3o. 

— Qua f 4 a concfusao? 

— Os dots angulos $So iguais* 

i 

— Trace uma figura. Adote uma notapao adequada. 

0 aluno traga as linhas da figura 4 e escolhe, mais ou menos ajudado pelo pro- 
fessor, as letras que aparecem na figura. 



B 

Figura 4 


— Quaf £ a hipdtase? Por favor, diga usando a sua notapSo, 

- A, B t C nao estSo no mesmo piano que A\ 8% C' e AB]]A f B',AC ] \A'C\ 
AI6m disso, Aff tem a mesma diregaode A'B'e AC a mesma de A f C\ 

— Qua! £ a concfusao? 

- LBAC = LB*A*C, 

— Considers a concfusao ! E procure pensar num teorema que tenha a mesma 
concfusao ou outra semefhante. 

— Se dois tri Sngulos forem congruentes, os angulos correspondentes $er£o 

iguais. 
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— Muito bemf Eis um teorema correiato e j£ antes demonstrado . £ possfvef 
utilizA-fo? 

— Parece que sim, mas ainda nSo vejo bem como* 

— £ preciso introduzir afgum efemento auxitiar para tomar possfvef a sua 
utifizagao? 


- Bem, o teorema que t§o bem citou 6 relativo a triangulos, refere-se a um par 
de triangulos congruentes. Ha algum tridngulo na sua figura? 

— Nao, mas posso tragar alguns. Deixe-me ligar B a C eB'aC\ Haver£ entSo 
dois triangulos, A ABC e AA'8 f C\ 

— Esta certo. Mas para que servem esses triangulos? 

— Para demonstrar a co nclusao, LBAC — LB’A'C\ 



B 

Figura 5 


— Bem, se quer demonstrar isto, de que tipo de triangulos precise? 

— De triangulos congruentes. Esta claro, posso escolher B r C, B' e C' de tal 
maneira que 

AB = A r B% AC = A'C\ 

- Muito bem I Que deseja agora demonstrar? 

— Quero demonstrar que os triangulos sao congruentes, que 

A ABC = AA'B'C'. 


19 



Se oonwguir demonstrar i*to, daf se seguird imediatamente a conclusSo 
LBAC = LB'A'C'. 

- Cartor Tem um novo objetivo, visa a uma nova conclusSo. Considers a con- 
eAiaSbl £ procure pensar num teorema conhecido qua tenhe a mesma condusao ou 
outre semdhante. 

- Dois tridngulos sSo congruentes quando os tres lados da um deles forem res- 
pect rvamente iguais aos tres lados do outro. 

- Muito bem. Poderia ter escolhido um pior. Agora, eis um teorema correiato 
e ji antes demonstrado. £ possfvei utiiizi-io? 

— Poderia utilizd-lo se soubesse que BC = B'C'. 

6 isso mesmo. Portanto, o que d que procure? 

- Demonstrar que BC = B'C’. 

- Procure pensar num teorema conhecido que tenha a mesma conclusSo ou 
outre seme/hante. 

- £. conhego um teorema que termina: "... entSo as duas linhas sSo iguais". 
Mas parece que ele nSo cabe aqui. 

- £ preciso introduzir aigum elemento auxiiiar para tornar possfvei a sua uti- 
lizaqSo? 


- Repare, oomo poderia demonstrar que BC = B’C', quando nSo bd na figu- 
ra uma relapSo entre BC e B'C? 


- UtHizou a hipdtese? Qua 4 a hipdtese? 

- Admitimos que AB || A'B' e AC || A'C. Sim, d daro que terei de uti- 
lizar isto. 

- Utiiuou toda a hipdtese? Diz que AB \\A'B'. Isto d tudo que sabe sobre es- 
tas linhas? 

- NSo. AB d tambdm igual a A'B', pelo trapado. Como tambdm AC e A'C 
sSo iguais. 

- Duas linhas paralelas do mesmo comprimento. £ uma configura$So interns- 
sante. J6 a viu antes? 

— Siml £ clarol Paralelogramol Deixe-me ligar A a A' B a B' e C a C. 

— A iddia nfo d assim tao md. Quantos paralelogramos tem agora a sua figura? 

— Dois. NSo, trds. NSo, dois. Quero dizer, hd dois que posso imediatamente de- 
monstrar que sao paralelogramos. Hd um terceiro que parece ser um paralelogramo e 
espero demonstrar que o d. Com isso, a demonstracSo estard eonclufda 
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Das respostas anteriores, poderiamos ter deduzido que o aluno d inteligente. 
Depots desta sua ultima observacffo, n ffo resta mais duvida. 

Este estudante conseguiu perceber um resultado matemjtico e distinguir entre 
demonstracSo e suposicao, Sabe tambSm que as suposigdes podem ser mais ou menos 
plausfveis. Na verdade, ele aproveitou atguma coisa das suas aulas de Matem&tica. 
Ele tem uma certa experiencia real de resolver problemas e pode conceber e apro* 
veitar uma boa id6ia. 

20. Um problems de razfio de variapfio. A 4gua escoa para um vaso ciifndrico & 
razao r 0 vaso tem a forma da um cone circular reto, de base horizontal, com o 
v^rtice para balxo ; o raio da base 4 a e a aitura do cone 4 b. Determiner a razSo a 
qua I o nfvef da 4gua sobe quando a profundidade for y, Em seguida, cafcufar o valor 
numirico da incdgnita, sabendo-se que a = 4 m, b = 3 m, r — 2 m3 par minuto 
e y = 1 m. 



Figure 6 

Admite-se que os alunos conhepam as mais simples regras de diferenciacSo e a 
nopSo de “raz£o de variacSb", 

- Quafs sSo os dados? 

— O raio da base do cone a — 4 m; a aitura do cone b = 3 m; a razSo b 
qual a Agua escorre para o vaso r = 2m 3 por minuto e a profundidade da Ague num 
certo momento y = 1 m. 

— Certo. O en unci ado do probtema sugere que, provisoriamente, se deve des- 
prezar os valores numAricos; trabalhar com as letras; expressar a incbgnita em fungffo 
de a, b t r e y e s6 no final, depois de chegar b expressed literal da incbgnita, substi* 
tuir as letras pelos valores num6rrco& Eu seguiria e$ta sugestSo. Agora, qua! 4 a in- 
cognita? 
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— A razao A qual a superffcie da Agua sobe quando a profundidade A y. 

— Como? Poderia repetir em outras palavras? 

— A razao da variapao da profundidade da Agua A aumentada. 

* — EstA certo, a razSo de variapAo de y. Mas o que A razao de variapAo? Volte 
is definigdes. 

— A derivada A a razAo de variapao, 

— Cor re to. Ora, y A uma funpAo? Como dissemos, desprezamoso valor nume* 
rico de y. £ possfvel imaginar como y varia? 

— Sim, y r a profundidade, aumenta com o decorrer do tempo, 

— Porta n to, y A uma funpao de qu£? 

— Do tempo t. 

— Muito bem. Acfote uma notagad adequada. Como poderia escrever a "razao 
de variapAo de y " em sfmbolos matemAticos? 

_ dy 
dt ' 

— Certo, Assim, esta A a sua incdgnita. 1= precise expre$$A*ia em funpAo de 
a, b r r e y t A propdsito, um destes dados A uma razAo. Qual deles? 

— r A a razao A qual a Agua escoa para o vaso. 

— Como A isso? Pode dizfrlo em outras paiavras? 

— r A a razAo de variapao do volume de Agua no vaso. 

— Como? £ possfvel formuM-fo de uma outra maneira? Como representaria 
isso numa notagao adequada? 

dV 

~ f ~ ~dt~* 

— 0 que A V ? 

— O volume de Agua no vaso no instante f. 

— Muito bem. Agora, tem de expressar ^ em funpAo de a, A,’"e y. Como 

at at 

faria isto? 


- Se nib puder resolver o problems proposto , procure antes resolver a/gum 

problems correlate. Se nao perceber ainda a relagao que existe entre — — e os dados, 

dr 
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procure introduzir alguma conexSo mais simples que possa servir de intermediAria. 
Como fazer isto7 


- Nao percebeu que hA outras relapoes? Por exemplo, serAo yeV independen- 
tes uma do outro? 

— Nao. Quando y cresce, VtambAm cresce. 

— Portanto, hA uma relapAo, Qual A? 

- Bern, V A o volume de um cone cuja altura A y. Mas nao sei ainda qual A o 
raio da base. 

- NAo obstante, pode tomA-lo em CQnsideragAo. Chame-o de alguma coisa, 
digamos x. 

_ V = irx2y 
3 


— Certo. Agora, quanto a x* Independe de y? 

- NAo. Quando a profundidade y da Agua cresce, o raio da superffcie livre, x , 
tambAm cresce. 

— Portanto, hA uma relapAo entre eles. Qual A? 

— £ claro, triAngulossemelhantes. 

x : y — a : b. 


- EstA vendo? Mais uma relapao. Eu nao gostaria de deixar de aproveitA-la. 
NAo se esquepa de que procura conhecer a relapfo entre V e y. 

— Tenho 



- Muito bem. Isto nSo pareoe um bom element© auxiliar? Mas nAo deve es- 
quecer o seu objetivo. Qual i a inedgnita? 

- Bem,^ 

dt 

— Precise encontrar uma relagao entre —— e as outras grandezas. E jd aqui 

at dt 

tem uma entre y. V e outras quantidades. 0 que fazer? 
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— Diferenciarl Estf clarol 


dV m n^y 3 dy 
dt b 2 dt 

Eiatudoaf. 

— 6timo. E quanto aos valores numfricos? 

- S* * = 4; 6 = 3; = r — 2; y = 1, entSo 

2 = * x ^ X 1 dy 
9 dt 


Parte 2 

Como Resolver Um Problema 
— Um Didlogo — 


Familiarizaglo 

Por onde comegar? Comece pelo enunciado do problema. 

Que posso fazer? Visualize o problema como um todo, com tanta clareza e 
nitidez quanto possfveL 

Qua! a vantagem am assim proceder? £ predso compreender o problema, 
familiarizar-se com eie, gravar na mente o seu objetivo* A atengSo concedkla ao pro- 
blema pode tambAm estimular a memfria e propiciar a reoordagfode pontos relevarvtes. 


Aperfeigoainento da Comp r ae nd to 

Por onde comegar? Comece de novo pelo enunciado do problema, quando este 
estiver tfo claro e tio bem gravado em sua mente que poderA at£ perdA-lo de vista 
por um momento sem temor de perdA-lo por completo. 

Qua posso fazer? Isole as partes principals de seu problema. A hipbtese e a 
condusao sAo as partes principals de um "problema de demonstragao"; a inc6gnita, 
os dados e a condidonante sfo as partes principaisde um "problema de determinagSo". 
Verifique as partes principals do seu problema, con$idere-as uma a uma r em seguida 
examine-as em vArias combinagdes, relacionando cada detalhe com os outros deta- 
Ihes e cada um destes com a totalidade do problema. 

Quei a vantagem am assim proceder? Deve-se preparer e clarificar os detalhes 
que mais tarde terfo uma fungSo a desampenhar. 

Procure da IdAia Prove itosa 

Por onde comegar? Comece pelo exame das partes principals de seu problema, 
quando estas estiverem nitidamente dispostas e claramente concebidas, gragas ao seu 
trabalho anterior, e quando a sua membria estiver receptive. 

Que posso fazer? Considere o problema sob diversos pontos de vista e procure 
contatos com seus conhecimentos previAmente adquiridos. 

Considere o seu problema por diferentes lados. Destaque as diferentes partes, exa- 
mine os diversos detalhes, examine repetidamente os mesmos detalhes, mas de manei- 


ras d if e rentes, combine-os diferentemente, aborde-ospor diversos lados. Procure per- 
oeber algum sign if icado novo em cadadetalhe, algumanova interpretapao do conjunto. 

Procure contatos com os sens conhecimentos anteriormente adquiridos. Tente 
pensar naquilo que jA serviu de auxflio em situap6es semelhantes. Tente reconhecer 
afguma coisa de familiar no que examina e perceber algo de util naquilo que reconhecer. 

Que posso perceber? Uma idAia proveitosa, talvez a idAia decisive que indique, 
num re la nee, o cam in ho para chegar ao fim desejado. 

Como pode uma idtia ser proveitosa? Ela Ihe mostra todo o caminho ou par- 
te dele; ela Ihe sugere, com maior ou menor nitidez, como prosseguir. As idAias sao 
mars ou menos completas. JA A uma sorte ter uma idAia qualquer. 

Que posso fazer com uma id4ia incomplete? Deve levels em corisiderapAo. 
Se parecervantajosa, deveexaminA-la mais demoradamente. Se parecer confiAvel, deve 
verificar at£ onde ela o leva a reoonsiderar a situapao. Esta se modificou grapas A sua 
id^ia proveitosa. Examine a nova situapfto por diversos lados e procure contatos com 
seus conhecimentos anteriormente adquiridos. 

Quai a vantagem em tomar a fazer isso? £ possfvel que tenha sorte e Ihe surja 
uma idAia. Talvez a sua prbxima idAia o leve diretamente A resolupao. Talvez precise 
ainda de mais algumas idAias proveitosas depois da prbxima. Algumas delas talvez o 
levem por outro caminho. NSo obstante, deve ser grato a todas as idAias novas, at£ As 
mars insignif icantes, 3s nebulosas, As suplementares, que emprestam precisAo As nebu- 
losas ou tentam corrigir as menos felizes. Mesmo que, por algum tempo, n So Ihe ocor- 
ra qualquer nova idAia apreciAvel, deverA f icar agradecido se a sua conceppfo do pro- 
btema tornar-se mais completa ou maiscoerente, maishomogAneaou mais equilibrada. 


Execupao do Plano 

Por onde come$ar? Comece da id&ia feliz que o levou A resolupao. Principle 
quando se sentir seguro de que dominou a conexAo principal e confiante em que 
pode proporcionar os detalhes menores que faltam. 

Que posso fazer? Assegure o seu domfnio. Realize detalhadamente todas as 
operapoes algAbricas e geomAtricas que jA verif icou serem viAveis. Verifique a correpao 
de cada passo, pelo raciocfnio formal ou pela intuipfo, ou de ambas as maneiras. Se 
o seu problems A muito compiexo, pode distinguir passes "grandes" e "pequenos", 
constituindo-se cada grande passo de diversos pequenos. Verifique primeiro os grandes 
e passe depois para os pequenos. 

Quai a vantagem em assim proceder? Uma apresentapao da resolupao, na qual 
cada passo esta correto fora de qualquer dfivida. 
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Retrospecto 

Por onde comegar? Pela resolupao, oompletaecorretaemtodososseus detalhes. 

Que posso fazer? Considers a resolupao por diversos lados e busque contatos 
com seus conhecimentos adquiridos. 

Considere os detalhes da resolupao e procure tornA-los tao simples quanto pos- 
sfvel; examine as partes mais amplas da resolupao e procure abreviA-las; tente perce- 
ber toda a resol upAo num relance. Procure modificar vantajosamente as partes maio- 
res e menores da resolupao, melhorA-la toda e inserf-la tao naturalmente quanto for 
possfvel, nos seus conhecimentos anteriormente adquiridos. Examine o mAtodo que 
o levou A resolupao, para caracterizA-lo e utilizA-lo em outros problemas. Examine o 
resultado e procure utilizS-lo em outros problemas. 

Qua/ a vantagem em assim proceder ? £ possfvel que encontre uma outra re- 
solupao melhor, que descubra fatos novos e interessantes. De qualquer maneira, 
se adquirir o hAbita de verificar e examinar desse modo as suas resolupSes, obterA 
alguns conhecimentos bem ordenados e prontos a serem utilizados e assim desenvol- 
verA a sua capacidade de resolver problemas. 
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Parte 3 

Pequeno Diciondrio de Heurfstica 


Analogic d uma espdcie de samethanpa. Objetos semelhantes coincidem uns 
com os outros em atgum aspecto; objetos andlogos coincidem em certas refagoes 
das suas respectivas partes, 

1. Um paralelogramo retSngulo € anAlogo a um paralelepfpedo retdngulo. 
Com efeito, as relapSes entre os lados do paralelogramo s5o semelhantes 5s que axis* 
tern entre as faces do paralelepfpedo: 

Cada lado do paralelogramo 6 paraielo a apenas um outro lado e 6 perpendi* 
cular aos demais. 

Cada face do paralelepfpedo 6 paralela a apenas uma outra face e 6 perpendicu- 
lar 5s demais, 

Convenhamos em chamar cada lado um "elemento-limite" do paralelogramo e 
cada face um "elemanto-limite” do paralelepfpedo, Podemos, entio, fundir os dois 
enunciados num unico, que se apltca igualmente a ambas as figuras geomdtricas: 

Cada elemento-limite 6 paraielo a apenas um outro elemento-Limite e 6 per- 
pendicular aos demais, 

Temos, assim, expressado certas relapoes que sao comuns aos dois sistemasde 
objetos comparados, lados de um retdngulo e faces de um paralelepfpedo retangulo. 
A analogia dos dois sistemas consiste nesta identidade de relates. 

2. A analogia permeia todo o nosso pensamento, a nossa fala cotidiana e 
as nossas conclusftes triviais, assim como os modos de expressffo artfstica e as mais 
elevadas condusoes cfentfficas, Ela 5 empregada nos mais diferentes nfveis. E: comum 
o uso de analogias vagas, incompletas ou obscuras, por6m a analogia pode alpar-se ao 
nfvel do rigor matemJtico. Todos os tipos de analogia podem desempenhar uma 
funpato na descoberta da solupao e, por isso, nSo devemos desprezar nenhum deles. 

3. Podemos nos considerar felizes quando, ao tentarmos resolver um probie- 

ma, conseguimos descobrir um probiema andlogo mais simples , Na $ep5o 15, o 
nosso probiema original era relativo 5 diagonal do paralelepfpedo retingulo. A con- 
siderapao de um problems mais simples, relativo 5 diagonal do retdngulo levou 5 
resolupao do probiema original. Passemos a discutir um outro caso do mesmo tipo. 
Temos a resolver o seguinte probiema: t 

Determinar o centre de gravidada de um tetraedro homogSneo. 

Sem conhecer o Cdlculo Integral e com poucos conhecimentos de Ffsica, esta 



questfo nSo 6, de modo algum, fScil e constitufa um s6rio problems cientffico nos 
dias de Arquimedes e de Galileu. Asstm, se desejarmos resol vela com um mfnimo de 
conhecimentos preliminares, deveremos sair a procura de uma quested analogs mais 
simples. 0 problems correspondente no piano ocorre-nosaqui naturalmente: 

, Determinar o centro de gravidade de um triSngu/o homogSneo. 

Temos agora duas questftes no lugar de uma. Mas 6 mais f&ctl responder a 
dues indagagoes do que a uma s6, desde que ambas estejam intel igentemente cor* 
relacionadas. 

4. Deixando de lado, no momento, o nosso problema original, relativo ao 
tetraedro, con centra mo- nos no problema mais simples, referente ao triangulo. Para 
resolver este filtimo, temos de saber alguma coisa a respeito de centros de gravidade. 
O prfncfpio seguinte § plausfvel e surge naturalmente. 

Se um sistema de masses S 4 composto de partes, tendo , todas e/as r os seus 
centros de gravidade no mesmo piano, este piano contem tambem o centro de gra- 
vidade de todo o sistema S. 

Este princfpio proporciona tudo de que necessitamos no caso do triSngulo. 
Primeiro, ele implica em que o centro de gravidade fique no piano do triangulo. Em 
segurda, podemos considerar o piano como composto de fibras (estreitas faixas, 
paralelogramos "infinitamente estreitos"), paraleias a um determinado lado do tr An- 
gulo (a lado AB na figura 7). 0 centro de gravidade de cada fibra (ou de cada para- 
lelogramo) 6, ovidentemente, o seu ponto m£dio e todos esses pontos m6dios ficam 
sobre a linha que liga o v£rtice C, oposto ao lado AB, ao meio Afde AB (ver 
figura 7). 
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Figure 7 

Qualquer piano que passe pela mediana CM do tridngulo contem os centros 
de gravidade de todas as fibras paraleias que constituem o tridngulo. Somos, assim, 
levados a concluir que o centro de gravidade do tridngulo todo est£ na mesma media- 


na. Como ele tern de estar tamWm nas outras medianas, deveri ser o ponto de inter - 
$e$ao comum a todas as trSs medianas, 

£ conveniente verificar, por consideragSes puramente geom£tricas, in- 
'dependentes de qualquer suposigao mec^nica, que as trils medianas se encontram 
num mesmo ponto. 

5. Ap6s o caso do triangulo, o do tetraedro torna-se reiativamente fdcil. Aca* 
bamos de resolver um problema andlogo ao problema proposto e, com isto, temos 
um modefo a seguir . 

Para a resolugSo do problema an£logo ( que passamos a utilizar como modelo, 
concebemos o triSngulo como composto de fibras paraleias a um dos seus lados, 
AB. Ora, podemos conceber o tetraedro ABCD como composto de fibras para- 
lelas a uma das suas arestas, AB : 

Os pontos m£dios das fibras que constituem o triangulo ficam todos sobre a 
mesma rets, uma mediana do trtfngulo, que liga o meio M do lado AB ao vfcrtice 
oposto C. Os pontos radios das fibras que constituem o tetraedro ficam todos no 
mesmo piano, que liga o meio M da aresta AB & aresta oposta CD (ver figura 8). 
Podemos chamar este piano MCD de um piano mediano do tetraedro. 
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A M B 

Figura 8 


No caso do tridngulo, tfnhamos vr % s medianas como AfC, cada uma das quais 
tinha de conter o centro de gravidade do tridngulo. Portanto, estas trfcs medianas t£m 
de encontrar-se num ponto que £, precisamente, o centro de gravidade. No caso do 
tetraedro, temos seis pianos medianos, como MCD r que ligam os pontos m£dios de 
alguma aresta d aresta oposta, cada um dos quais tern de conter o centro de gravida- 
de do tetraedro, Portanto, estes seis pianos medianos t£m de encontrar-se num ponto 
que 6, precisamente, o centro de gravidade. 

6. Temos assim resolvido o problema do centro de gravidade do tetraedro 
homogSneo. Para completar, £ conveniente verificar agora, por consideragoes pura- 
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mente geom6tricas, independentemente de suposigoes mecflnicas, que o$ seis men* 
cionados pianos medianos passam por um mesmo ponto. 

Quando da resolugao do problema do centro de gravidade do tridngulo homo- 
g&neo, achamos conveniente verificar, para completar, que as trfis medianas do triSn- 
gulo passavam pelo mesmo ponto. Este problema £ andlogo ao outre, porbm eviden- 
temente mais simples. 

Podemos de novo utilizar, para resolver o problema relativo ao tetraedro, o 
problema anfilogo mais simples referente ao tridngulo (que podemos aqui supor j£ 
resolvido). Com efeito, considerem-se os trfis pianos medianos, que passam pelas 
tr£s arestas DA, DB, DC e que se originam no v£rt)ce D . Todos ales passam tamb6m 
pelo ponto m£dio da aresta oposta (o piano mediano passa por DC passam tamb6m 
por M, ver figura 8), Ora, estes tres pianos medianos interceptam o A ABC nas 
tr£s medianas deste triSngulo. Estas tr6s passam pelo mesmo ponto {isto re- 
sulta do problema andiogo mais simples) e este ponto, assim como D t € comum 
aos tr£s pianos medianos. A reta que liga os dois pontos 6 comum a todos os tr£s 
pianos medianos. 

Demonstramos que estes tres, dentre os seis, pianos medianos que passam pelo 
vdrtice D tfim uma reta comum. O mesmo deve ser verdade para os tds pianos me- 
dianos que passam por A t e tamWm para os tr&s que passam por B e para os 
trfes que passam por C. Relacionando convenientemente estes fatos, podemos de- 
monstrar que os seis pianos medianos t %m um ponto em comum. (Os trfcs pianos 
que passam pelos lados do A ABC determinam um ponto comum e trfis iinhas que 
se encontram num ponto comum* Ora, pelo que acabamos de demonstrar, por 
cada linha de intersegao deve passar mais um piano mediano). 

7. Tan to no item 5 como no 6, utilizamos um problema andlogo mais sim- 
ples, relativo ao tridngulo, para resolver o problema referente ao tetraedro. No enten- 
te, os dois cases diferem num aspecto importante. No item 5, utilizamos o rrdtodo 
do problema andlogo mais simples, cuja resolugffo seguimos passo a passo. No item 6, 
utilizamos o resuitado do problema andlogo, sem nos preocuparmos como tal 
result ado foi obtido. Algumas vezes 6 possfvel utilizer ambos, o mtitocb eo resu/ta- 
do do problema andlogo mais simples. At£ mesmo o exemplo precedente mostrard 
isso se tomarmos as consideragoes dos itens 5 e 6 como sendo partes diferentes da 
resolugao de um mesmo problema. 

0 nosso exemplo 6 tfpico. Ao resolvermos um problema proposto, podemos 
muitas vezes utilizer a resolugao de um problema andlogo mais simples: pode nos 
ser possfvel utilizar o seu m6todo, o seu resuitado ou ambos. Naturalmente, em casos 
mais diffeeis, podem surgir complicagdes que n5o foram ainda mostradas no nosso 
exemplo. Em particular, pode ocorrer que a resolugao do problema andlogo nSo pos- 
sa ser imediatamente utilizada ao nosso problema original. Neste caso, pode valer a 
pena reconsiderar a resolugao, variola e modified- fa at£ que, depots de serem tentadas 


diversas formas de resolugao, encontremos finaimente uma, su&cetfvel de aplicagao 
ao nosso problema original. 

8. £ desejdvel prever o resuitado ou, pelo menos, alguns aspectos do resulta- 

do, com um certo grau de plausibilidade. Essas previsdes plausfveis s3o, muitas vezes, 
baseadas na analogia. 

Assim, podem ps saber que o centro de gravidade de um triangulo coincide com 
o centro de gravidade dos seus tres vertices (isto 6, de tres pontos materials de massas 
iguais, situados nos tr£$ vertices do tridngulo). Sabendo disto, podemos conjecturar 
que o centro de gravidade do tetraedro coincide com o centro de gravidade dos seus 
quatro vertices. 

Esta conjecture constitui uma "inferfincia por analogia". Sabendo queotriSn- 
gulo e o tetraedro assemelham-se em muitos aspectos, conjecturamos que eles se asse- 
melham em mais um aspecto. Seria toiice considerar a plausibilidade de tais con- 
jectures como certeza, mas toiice igual, ou at6 maior, seria desprezar conjectures tao 
plausfveis. 

A inferencia por analogia parece ser o tipo mais comum de conclusfo e 6 o es- 
sencial. Proporciona conjectures mais ou menos plausfveis que podem ou nao ser 
confirmadas pela experi&ncia e pelo raciocfnio mats rigoroso. Um historiador, aoes- 
tudar a influencia das mais famosas personal idades do passado sobre a nossa civiliza- 
gao, chega a concludes por analogia. Mas isto tambGm o fez uma crianga que, ao 
ouvir mencionado um personagem histbrico, perguntou: 

— Quern § Napole£o? 

- Foi um grande general. 

— De que tamanhoele era? 

8. Uma conclusao analdgica extra fda de muitos casos paralelos 6 mais forte 
do que uma outra proveniente de casos menos numerosos. Nao obstante, a qualida- 
de 6 aqui mais importante do que a quantidade. Analog! as evi dentes pesam mais do 
que vagas similitudes, exemplos sistematicamente dispostos tern maior valor do que 
colegdes aleatbrias de casos. 

No item 8, a presen tamos uma conjecture sobre o centro de gravidade do te- 
traedro. Essa conjecture apoiava-se na analogia, pois o caso do tetraedro e an£Logo ao 
do trifingulo. Podemos reforgd-la pelo exame de mais um caso andtogo, aquele de uma 
barra homogfcnea (isto 6, de um segmento de reta de densidade uniforme). 

A analogia entre 

segmento tridngulo tetraedro 

aprctenta muitos aspectos. Um segmento situa-se numa reta, um triangulo num piano 
e um tetraedro no espago. Os segmentos de rets sau as mais simples figuras unidt- 



mencionais limitadas, os triangulos os mais simples po If go nos e os tetraedros os mate 
simples poliedros. 

0 segmento tem 2 elementos-limite adimensionais (dois pontos extremes) e o 
seu interior A unidimensional. 

0 tnAngufo tem 3 elementos-limite adimensionate e 3 unidimensionais (3 vAr- 
tictfs e 3 [ados) e o seu interior A bidimensional, 

0 tetraedro tem 4 elementos-limite adimensionate, 6 unidimensionais e4 bidi- 
mensionais (4 vertices, 6 arestas e 4 faces) e o seu interior A tridimensional. 

Estes ntimeros podem ser dispostos numa tabela. As colunas sucessivas contem 
os nftmeros de elementos a_, uni_ ( bi_ e tridimensionais, as iinhas sucessivas, os 
numeros para o segmento, o triingulo e o tetraedro: 

2 1 

3 3 1 

4 6 4 1 

Basta urn pouco de familiarizagAo com as potencies do bindmio para reconhecer nes- 
ta tabela uma segao do triAngulo de Pascal. Encontramos uma notAvel regularidade no 
segmento, no triAngulo e no tetraedro. 

10. Se tivermos verificado que os objetivos que comparamos sao intimamente 
relacionados, as "inferAncias por analogia", como as que seguem, poderao ter para 
n6s um certo valor. 

0 centre de gravidade de uma barra homogAnea coincide com o centro de gra- 
vidade dos seus 2 pontos extremos, o centro de gravidade de um triAngulo homoge- 
neo coincide com o centro de gravidade dos seus 3 vertices. Nao seria de suspeitar 
que o centro de gravidade do tetraedro homogeneo coincidisse com o centro de gra- 
vidade dos seus 4 vertices? 

Repetindo, o centro de gravidade de uma barra homogenea divide a dtetAncia 
entre os seus pontos extremos na proporgAo 1 : 1 . 0 centro de gravidade de um tri- 
Angulo divide a di stand a entre qualquer vArtice e o ponto mAdro do lado oposto na 
proporgao de 2 : 1 . Nao seria de suspeitar que o centro de um tetraedro homogeneo 
dividisse a distend a entre qualquer vArtice e o centro de gravidade da face oposta na 
proporgao de 3 : 1 ? 

Parece extremamente improvAvel que as conjecturas sugeridas por estas ques- 
toes sejam erroneas, que uma regularidade tao be la seja destrufda. 0 sentimento de 
que a ordem harmoniosa simples nao pode ser ilusbria orienta o descobridor, tanto na 
MatemAtica como nas outras ci&ncias, e estA expresso no provArbio latino: simplex 
sigitlum vert (a simplicidade A o segredo da verdade). 

[0 que se vem de expor sugere umaextensAo para n dimensoes. Parece improvA- 
vel que o que A verdadeiro para as tres primeiras dimensdes, para n - 1, 2, 3, 


cesse de o ser para valones maiores de n. Esta conjectura A uma “inferencla por in- 
dugao" e mostra que a indugao baseia-se naturalmente na analogia. VerlNDUQAO E 
inducAo matemAtica. ] 

[ll.Concluiremos o presente artigo com algumas breves consideragdes sobre 
os mais importantes casos em que a analogia atinge o rigor das ideias matemAticas. 

(I ) Dois sistemas de elementos matemAtrcos, sejam eles 5 e S', estifo ligados 
de tal maneira que as relagoes entre os elementos de S sao regidas pelas mesmas leis 
que regem as relagoes entre os elementos de S'. 

Este tipo de analogia entre 5 eS'Aexemplificado poraquiloqueacabamosde ex- 
por no item 1, sejam S os lados do retangulo eS'asfacesdoparalelepfpedoretAngulo, 

(II) HA uma correspond&ncia unfvoca entre os elementos dos dois sistemas 
S e S', conservando certas relagoes. Isto 6, se uma relagao existir entre os elementos 
de um dos sistemas, a mesma relagao existirA entre os elementos do outro si sterna, 
Uma tal ligagao entre dois sistemas A um tipo muito rigoroso de analogia e se chama 
isomorfismo (ou isomorfismo holoAdrico). 

(III) uma correspondAncia plurfvoca entre os objetos dos dois sistemas 
S e S', conservando certas relagoes. Uma tal ligagao (que A importante em muitos 
ramos da MatemAtica avangada, especialmente na Teoria dos Grupos, e nSo precisa 
ser aqui discutida em detalhe) chama-se isomorfismo meroAdrico (ou homomorfismo, 
se bem que homoiomorfismo fosse talvez um termo melhor). O isomorfismo meroA- 
drico pode ser tambAm considerado um tipo muito rigoroso de analogia.] 

Bolzano, Bernard (1781-1844), 16gico e matemAtico, dedicou grande parte 
de sua vasta obra sobre L6gica, Wissenschaftshhre, a questfo da Heuri'stica (vol. 3, 
pAgs. 293-295). Assim escreveu ele: “Nao me julgo, de maneira alguma, capaz de 
apresentar aqui qualquer processo de investigagao que n£o tenha sido jA hA muito 
tempo percebido por todos os homens de talento e de forma afguma prometo que o 
lei tor encontrarA aqui qualquer completa novidade neste assunto. Farei, noentanto, 
todo o possivel para formular, em linguagem clara, as regras e os meiosde investiga- 
gao que sao observados por todos os homens capazes, os quate, na maioria das vezes, 
n£o tem sequer conscience de as estarem seguindo. Em bora nAb man ten ha a ilusao 
de conseguir plenamente nem mesmo isso, ainda tenho a esperanga de que o pouco 
aqui apresentado possa agradar a alguAm e encontrar mais tarde alguma aplicagao". 

Condicionante A uma das partes principals de um "problema de determinagSo". 
Ver PROBLEMAS DE DETE RM INAQAO, PROBLEMAS DE DEMONSTRAgAO, 3. Ver tam- 
bAm TERMOS, ANTIGOS E NOVOS, 2. 

Uma condicionante A chamada )redundante quando contAm partes supArfluas. 
E dita contradittiria quando as suas partes sSo reciprocamente o post as e incompatf- 
vers, de tal maneira que ela nao possa ser satisfeita. 
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Assim, se uma condicionante for expressa por um numero de equagoes Eineares 

maior que o de Incognitas, ela ser£ redundante ou contraditdria. Se for expressa por 

equagdes cm numero menor que o de incbgnitas, ela serd insuficiente para determinar 

as incdgnitas. Se a condicionante for expressa pelo mesmo numero de equagoes e de 

incdgnitas, ela seri, em geral, exatamente suficiente, mas poderd tambGm ser, em ca- 

sos excepcionais, contraditdria ou insuficiente. 

* 

Conheca um problema correlato? £ diffcil imaginar um problema absoluta- 
mente novo, sem qualquer semelhanga ou relagao com qualquer outro que j£ haja si- 
do resolvido; se um tal problema pudesse existir, ele seria insoluvel. De fato, ao re- 
solver um problema, sempre aproveitamos algum problema anteriormente resolvido, 
usando o seu resultado, ou o seu mdtodo, ou a experiencia adquirida ao resolve-lo. 
Aldm do que, naturalmente, o problema de que nos aproveitamos deve ser, de alguma 
maneira, relacionado com o nosso problema atual. Daf a pergunta: Conhece um 
problems correlato? 

N So to, de modo geral, nenhuma dificuldade em lembrar de um problema 
que j£ foi resolvido e que seja mais ou menos relacionado com o que se apresenta. 
Pelo contrdrio, £ possfvel que encontremos um excesso de tais problemas e que a 
dificuldade esteja em escolher um que nos seja util. Temos de procurar problemas 
intimamente correlates; CONS! DE re a INC6gnita ou procure um outro problema 
que jd haja sido resolvido e que esteja relacionado ao problema que se apresenta 
por GENERALIZACAO, PARTICULARIZAQAO ou ANALOGIA. 

A indagagao aqui tratada visa £ mobilizagao do conhecimento anteriormente 
adquirido (PROGRESSO E CONSECugAo, U. Uma parte de nosso conhecimento 
matemdtico estd guardado sob a forma de teoremas demonstrados anteriormente. 
Daf a pergunta: Conhece um teorema que possa ser util? Esta indagagao pode ser par- 
ticularmente apropriada quando se trata de um "problema de demonstragao", isto 
d, quando temos a demonstrar, ou a refutar, um teorema. 

Considere a inedgnita, Este £ um velho con set ho. Corresponde ao ditado la- 
tino resp/ce finem , fsto £, olhe para o fim. Lembre-se do seu objetivo. Nao esquega 
a sua meta. Pense naquilo que deseja obter. Nao perca de vista o que 6 necess£rio. 
Tenha em mente aquilo para que est£ a trabalhar. Considere a inedgnita. Considere a 
condusao. Estas dues Ultimas versoes do respice finem estao especificamente adapta- 
das aos problemas matemSticos, a "problemas de determinagao" e a "problemas de 
demon stragao", respectivamente. 

Ao focalizar a atengao e con centra r a vontade no nosso objetivo, pensamos em 
meios e maneiras de alcang£-lo. Quais sao os meios para este fim? Como podemos 
chegar a ele? Como podemos obter um resultado deste tipo? Que causas poderiam 
produzir este resultado? Onde j£ viu aparecer um tal problema? 0 que geralmente se 


faz para obter este resultado? £ procure penssr num probtema conhecido que tenha 
a mesma inedgnita ou outra semefhante. £ procure pensar num teorema conhecido 
que tenha a mesma condusao ou outra semefhante . Aqui tambim as duas ultimas ver- 
soes estao especificamente adaptadas aos problemas matemdticos, a "problemas de 
determinagao" e a "problemas de demonstragao". 

1, Vamos tratar agora de problemas matemdticos, "problemas de determina- 
gao", e da sugestao: Procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma 
inedgnita ou outra semefhante. Comparemos esta sugestao com aquela outra impllca- 
da na indagagao: Conhece um problema correlato? 

Esta ultima e mais gen£rica do que a primeira, Se um problema pode ser rela- 
cionado a um outro, £ porque os dois tern alguma coisa em comum. Eles podem 
envolver alguns elementos ou nogoes com u ns, ou ter em comum alguns dados ou 
alguma parte da condicionante e assim por diante. A nossa primeira sugestao insiste 
num ponto comum particular: os dois problemas devem ter a mesma inedgnita. Isto 
£, a inedgnita deve ser a mesma em ambos os casos, por exemplo, o comprimento de 
uma linha reta. 

Em comparagao com a pergunta ger>£rica, to uma certa econo mi a na sugestao 
especffica. 

Primeiro, podemos poupar algum esforgo na representag£o do problema, pois 
nao precisamos, de imediato, considerar o problema inteiro, mas so mente a incogni- 
ta. 0 probtema assim nos aparece, esquematica mente: 

"Dados calcular o comprimento da linha." 

Segundo, to uma certa economia de escolha. Muitfssimos problemas podem es* 
tar relacionados com o problema proposto, por terem um ou outro ponto em co- 
mum com ele. Mas, ao considerarmos a inedgnita, restringimos a nossa escolha, pots 
somente levamos em conta aqueles problemas que t£m a mesma inedgnita. Al£m dis- 
so, dentre os problemas que tern a mesma inedgnita, consideramos primeiro aqueles 
mais elementares e que nos sao famlliares. 

2. O problema se nos apresenta sob a forma: 

"Dados calcular o comprimento da linha," 

Os problemas deste tipo mais simples e mais conhecidos sao relatives a trifin- 
gulos: dadas tr£s partes constituintes de um trilngulo, calcular o comprimento de um 
lado. Ao nos lembrarmos disto, encontramos algo de possfvel relevdncia: Eis um pro- 
blems correlato que jd foi antes resolvido . £ possfvel utiiizd-io? £ possfvel utilizer 
seu resultado? Para utilizer resultados conhecidos relatives a triangulos, precisamos 
ter um deles. H£ algum triangulo? Ou devemos introduzir um, para tirar proverto 
desses resultados conhecidos? Deve-se introduzir algum eiemento auxiliar para 
possibilitar sua uti/lzafid? 
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Hi diversos problemas simples cuja incdgnita & o lado de um triangulo. (Eles 
diferem pel os dados; podem ser dados dois dngulos e um lado ou dois lados e um 
&ngulo, podendo a posigao do Angulo com referenda aos lados dados ser dife rente. 
Em particular, todos estes problemas se tornam ainda mais simples no caso dos tridn- 
gulos ret&ngulos). Com a atengao concentrada no problema que defrontamos r pode- 
mos tentar descobrir que tipo de triangulo devemos introduzir, que problema \i 
antes resolvido (e que tenhaa mesma incdgnita do nosso problema} & possfvel adaptar 
convenientemente aos nossos fins. 

Uma vez introduzido um triangulo auxiliar adequado, pode acontecer que ain* 
da nSo conhegamos tr§s das partes constitutivas do mesmo. Isto n£o 4, por4m, abso- 
lutamente indispens4vel : se prevemos que as partes faltantes podem r de alguma ma- 
neira, ser obtidas, teremos feito um progresso essencial, pois dispomos entao de um 
piano. 

3, 0 procedi mento descrito nos itens 2 e 3 est4 exemplificado na segao 10, 

embora a ilustragao tenha ficado algo obscurecida pela lentidao dos alunos. Nao 4 de 
modo algum diffcii acrescentar outros exemplos semelhantes. De fato, a resolugao 
de quase todos os "problemas de determinagao" que geralmente s36 a presen tados 
4s turmas men os adiantadas poderiam comegar pela utilizagao apropriada da suges- 
tSo: Procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incdgnita ou outra 
semeihante . 

Devemos encarar tais problemas esquematicamente e considerar, em primeiro 
lugar, a incdgnita: 


(1) Dados calcular o compri mento da linha. 

(2) Dados calcular o angulo. 

(3) Dados calcular o volume do tetraedro. 

(4) Dados determinar o ponto. 


Se tivermos alguma experi4ncia no trato de problemas matemdticos elementa- 
res, lembramos prontamente algum problema simples e conhecido ou, entao, proble- 
mas que tenham a mesma incdgnita. Se o problema proposto nao for um daqueles 
simples problemas conhecidos, tentaremos naturalmente utilizar aquilo que nos for 
conhecido e aproveitar o resultado daqueles problemas simples. Tentaremos fntro- 
duzir alguma coisa bem conhecida no problema e, assim fazendo, comegaremos bem. 

Em cada um dos quatro casos acima mencionados h4 um piano obvio, uma su- 
posigao plausfvel para a futura I inha de agao. 

(1) A solugao dever£ ser determinada como um lado de um triangulo. Sd faltarS 
introduzir um tridngulo apropriado, com tres partes constitutivas conhecidas, ou f4- 
cels de determinar. 

(2} A solugSo dever4 ser determinada como um angulo de um trilngulo. Sd 
faltar^ introduzir um tridngulo apropriado. 


(3) A solugao poderd ser determinada se forem conhecidas a &rea da base e 
a altura. Sd faltar£ calcular a 5rea do tado e a respectiva altura. 

(4) A solugao deverd ser determinada como o ponto de interseg£o de dois 
lugares geom4tricos, cada um dos quais 6 um cfrculo ou uma reta. Sd faltard desen- 
tranhar esses lugares geom4trlcos da condicionante imposta. 

Em todos esses casos, o piano fica sugerido por um problema simples que tern 
a mesma incdgnita e pelo desejo de utilizar o seu resultado ou o seu m4todo, Pode- 
mos, naturalmente, encontrar dificuldades na execugao de um tal piano, mas temos 
uma td4ia de como comegar, o que j4 4 uma grande vantagem. 

4. Vantagem dessa natureza nSo haver4 se n£o houver um problema, j4 ante- 
riormente resolvido, que tenha a mesma incdgnita do problema proposto. Em casos 
tais, torna-se muito mais diffcii enfrentar este problema. 

"Calcular a area da superffcie de uma esfera de raio dado." Este problema foi 
resolvido por Arquimedes. Dificilmente ser4 encontrado um problema mais simples 
com a mesma incdgnita e certamente nao havia um que Arquimedes pudesse ter uti- 
lizado. Na realidade, a solugao de Arquimedes pode ser considerada um dos mais 
not4veis feitos matemdticos. 

"Calcular a drea da superffcie da esfera inscrita num tetraedro cujas seis ares- 
tas sao dadas." Se conhecermos a solugao de Arquimedes n£o precisaremos do seu ge- 
nio para resolver este problema: bastard exprimir o raio da esfera inscrita em fungfo 
das seis arestas do tetraedro. Isto pode n§o ser exatamente f4cil, mas a dificuldade 
nao se compara com aquela do problema de Arquimedes. 

A diferenga entre um problema f4cil e outro diffcii pode estar em conhecer-se 
ou nao um outro problema \i anteriormente resolvido, que tenha a mesma incdgnita. 

5. Guando Arquimedes encontrou a 4rea da superffcie da esfera, ele nSo co- 
nhecia, como \i mencionamos, nenhum problema j4 resolvido que tivesse a mesma 
incdgnita. Mas ele conhecia vSrios outros problemas ja anteriormente resolvidos, cujas 
incdgnitas eram semelhantes. Ha superffcies curvas cujas areas sao mais fdceis de cal- 
cular que a da esfera e que eram bem conhecidas na 4poca de Arquimedes, tais como 
as superffcies laterals de cilindros retos circulares, de cones retos circulares e de tron- 
cos destes cones. Podemos estar certos de que Arquimedes examinou cuidadosamente 
estes casos similares mais simples. De fato, para a sua resolugao, ele utilizou, como 
aproximagao da esfera, um sdlido composto, constitufdo de dois cones e de diversos 
troncos de cones (ver DEFINIQOES, 6). 

Se nSTo conseguirmos encontrar um problema que \i tenha sido resolvido, 
cuja incdgnita seja a mesma do problema que se nos apresenta, procuramos encon- 
trar outro que tenha uma incdgnita semeihante b deste. Problemas deste dltimo tipo 
sao menos intimamente re lac ion ados com o nosso problema do que aqueles antes 
mencionados e, porta n to, de um modo geral, menos fdceis de utilizar para os nossos 
fins, mas de qualquer maneira eles podem servir como preciosos guias. 



6. Acrescentaremos algumas observagdes ref e rentes a "problemas de demons- 
tragao", an£logas aos coment£rios anteriores, mais extensos, relativos aos "problemas 
de determinate". 

Temos a demonstrar (on a refutar) um teorema claramente enunciado. Qual- 
quer teorema, j£ antes demonstrado, que seja, de qualquer maneira, relacionado ao 
que Aos £ agora apresentado tern uma possibilidade de nos ser de alguma utilidade. 
Sabendo disso, consideramos a concfusao, isto £, destacamos a concfusao do nosso 
teorema. Um modo de encarar o teorema pode ser assim esquematicamente entirv 
dado: 

"Se entao osangulos serao iguais." 

Concentramos a atengao sobre a conclusao apresentada e procuramos pensar 
num teorema semefhante que tenha a mesma concfusao, ou outra semefhan te, Em 
particular, procuramos pensar em teoremas deste tipo que sejam muito simples 
e de nosso conhecimenta. 

No caso apresentado, h£ v£rios teoremas do mesmo tipo e podemos lembrar do 
seguinte; "Se dots trilngulos forem congruentes, entao os Angulos serao iguais." 
Ei$ um teorema correfato que j4 f of antes demonstrado. Procure pensar num teorema 
semefhan te que tenha a mesma concfusao ou outra semefhante. 

Seguindo estas sugestdes e procurando avaiiar o auxifio proporcionado pelo 
teorema relembrado, podemos conceber um piano: procuremos demonstrar a igualda- 
de dos angulos em questao a parti r dos tri angulos congruentes. Vemos, ent£o, a ne- 
cessidade de introduzir um par de triSngulos que contenham esses Angulos e de de- 
monstrar que eles sac congruentes. Um tal piano constitui certamente um bom pon- 
to de partida e nos pode levar finalmente £ conclusao, como na segao 19. 

7 . Para resumir: relembrando problemas j£ anteriormente resolvidose que te- 
nham a mesma inedgnita ou outra semelhante (teoremas j£ anteriormente demonstra- 
dos e que tenham a mesma conclusao ou outra semelhante}, teremos uma boa possi- 
bilrdade de comegar na diregao certa e poderemos conceber um piano de resolugao. 
Nos casos simples, que $£o os mais frequentes nas turmas menos adiantadas, os pro- 
blemas efementares com a mesma inedgnita (teoremas com a mesma conclusao) sao 
geralmente suficientes. A tentativa de relembrar problemas que tenham a mesma in- 
edgnita constitui um recurso dbvio e sensato (comparar com o que ficou dito a este 
respeito na segao 4). E surpreendente que um recurso tao simples e dtil nao seja mais 
conhecido. O autor est£ inciinado a pensar que ele nao tenha sequer sido ate agora 
for mu lad o em toda a sua generalidade. De qualquer maneira, nao £ Ifcito nem a estu- 
dantes nem a professores de Matem£tica desprezar a utilizagao apropriada da suges- 
t3o: Considere a inedgnita \ E procure pensar num probfema conhecido que tenha a 
mesma inedgnita ou outra semefhante. 

Contradigafo. Ver CONDICIONANTE, 


Goroldrio £ um teorema que se demonstra facilmente pelo exame de outro teo- 
rema que se acaba de demonstrar. A palavra £ de origem grega e a sua tradugao mais 
literal seria "galardSo", ou "recompensa" 

Decomposigao e recombinagao constituem importantes operagoes mentais. 

Examina-se um objeto que desperta o interesse ou provoca a curiosidade: a casa 
que se pretende alugar, um telegrama Import ante mas obscuro, qualquer objeto cujas 
final idades e origem intrigam, ou qualquer problema que se quelra resolver. Tem-se 
uma impressab do objeto como um todo, mas esta impressao possivelmente nao £ 
bastante definida. Um detalhe sobressai e sobre ele se focaliza a atengao. Em segui- 
da, concentra-se num outro detalhe, depois ainda num outro. Diversas combi nagoes 
de detalhes podem apresentar-se e, um pouco depois, considera-se novamente o obje- 
to como um todo, mas agora ele e visto de maneira diferente. Decompoe-se o todo 
em suas partes e recombina-se as partes num todo mais ou menos diferente. 

1. Quern entra em detalhes corre o risco de neles se perder. As particulari- 
dades muito numerosas ou muito minuciosas constituem uma sobrecarga mental. 
Podem imped ir que se d£ a dev Ida atengao ao ponto principal, ou mesmo que se 
perceba este ponto. £ bom lembrar do homem que nao podia ver a floresta por causa 
das £rvores. 

Naturalmente, nao desejamos perder tempo com detalhes desnecess£rios e de- 
vemos reservar o nosso esforgo para o que for essencial. A dificuldade est£ em que 
n§o podemos dizer de antemfo quais os detalhes que se revelar£o, finalmente, uteis 
e quais os que ndb o serao. 

Portanto, procuremos, antes de tudo, compreender o problema como um todo. 
Uma vez compreendido, estamos em melhor posigao para avaiiar que pontos particu- 
lares podem ser os mais essenciais. Tendo examinado um ou dois pontos essenciais, 
ficamos em melhor posigao para julgar quais os outros detalhes que merecem exame 
mais atento. Passamos aos detalhes e decompomos gradualmente o problema, mas 
nao al£m do que se faz necess£rio. 

Como £ natural, o professor nao pode esperar que todos os alunos procedam 
judiciosamente a este respeito. Pelo contr£rio, mu.'.os estudantes t£m o tolo e mau 
h£bito de principiar a mexer nos detalhes antes de terem compreendido o problema 
como um todo. 

2. Consideremos problemas matem£ticos, "problemas de determ inagao". 

Uma vez compreendido todo o problema, o seu objetivo, o seu ponto principal, 

desejamos entrar nos detalhes. Por onde comegar? Quase sempre, £ razo£vel principiar 
pela consideragao das partes principal, que sao a inedgnita, os dados e a condicio- 
nante. Em quase todos os casos, £ aconselhdvel comegar o exame detalhado do pro- 
blema pelas indagagdes: Ouaf 6 a inedgnita? Quais sao os dados? Quaf 6 a condicio- 
nante? 
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Se desejarmos examinar outros detalhes, que deveremos fazer? Muitas vezes, 6 
aconselhdvel examinar os dados um a urn, separar as diversas partes da condicionan - 
te e examind-las uma a uma. 

Se o nosso problema 6 mais diffcil, 6 possfvel que tenhamos de decompb-lo 
ainda mais e de examinar detalhes ainda mais remotos. Desse modo f pode ser necessd- 
rio foliar a definigao de um certo termo, introduzir novos element os constantes da 
definigao e examinar os elementos assim introduzidos. 

3, Uma vez decomposto o problema, podemos tentar recomb inar os seus ele- 
* mentos de maneira nova, Em particular, podemos tentar essa recombinagao de modo 

a obtermos um problema novo e mais acessfvel, que possamos utilizar como um 
problema auxiliar. 

As possibilidades de recombinagifa sSo, naturalmente, ilimitadas. Osproblemas 
diffceis exigem combinagbes ocultas, excepcionais, originals, e o engenho do solucio- 
nador revela-se na originalidade da combinag£o. HS, porbm, certos tipos de comblna- 
goes titeis e relativamente simples, suficientes para os problemas menos complexos, 
que devemos conhecer bem e ensaiar primeiro, mesmo que depois sejamos obrigados 
a recorrer a meios menos obvios. 

H4 uma classificagao formal na qual as comblnagoes mais comuns e mais uteis 
ficam claramente colocadas. No preparo de um novo problema, a partir do problema 
proposto, podemos 

(1) manter a Incognita e mudar o restante (os dados e a condicionante); ou 

(2} manter os dados e mudar o restante (a incbgnita e a condicionante); ou 

(3) manter a incbgnita e os dados. 

Passamos a examinar estes casos. 

Os casos (1) e (2) se superpoem. De fato, 6 possfvel manter a incbgnita e os da- 
dos e transformer o problema apenas pela mudanga da condicionante. Por exemplo, 
os dois problemas seguintes, embora claramente equivalentes, nio sao exatamente o 
mesmo: 

Tragar um trrdngulo equilStero, sendo dado um lado, 

Tragar um trilngulo equiangulo, sendo dado um lado. 

A diferenga dos dois enunciados, que 6 insignificant® neste exemplo, pode ser 
muito significative em outros casos. Tais casos sao mesmo importantes sob certos 
aspectos, mas a sua discussafo aqui tomaria muito espago. Comparer com a ultima 
observagao de problema auxiliar, 7. 

4, Manter a incdgnita e mudar os dados e a condicionante, para transformer o 
problema proposto, 6 muitas vezes util. A sugestao CONSIDERE A INCOGNITA visa a 
problemas que t£m a mesma incbgnita. Tentamos relembrar um outro problema, j£ 
antes resolvido, do mesmo tipo: £ procure pensar num problema conhecido que te* 


nha a mesma incdgnita ou outra semeihante, Se n£o conseguimos relembrar um tal 
problema, procuremos inventi-lo: £ possfvei imaginar outros dados aproprtados 
para determiner a incdgnita? 

Um problema novo que seja mais intimamente relacionado com o problema 
proposto terd uma melhor possibilidade da ser utlL Portanto, mantendo a incbgnita, 
procuramos manter tambbm alguns dados e alguma parte da condicionante, mudando 
o mfnimo possfvel, apenas um ou dois dados e uma parte da condicionante. Um bom 
mdtodo 6 aquele em que omitimos alguma coisa sem nada acrescentarmos: mantemos 
a incdgnita, mantemos somente uma parte da condicionante, deixamos a outra de 
iado, mas nao introduzimos nenhuma cldusula, nenhum dado. Exemplos e oomentS- 
rios sobre este caso sao encontados nos itens 7 e 8. 

5. Mantendo os dados, podemos tentar introduzir uma nova incbgnita, mais 
btil e mais acessfvel. Esta precisa ser obtida dos dados e tamos em mente uma tal in- 
cbgnita quando indagamos: £ POSSlVEL obter algo de Otil DOS DADOS? 

Observemos que duas coisas sao aqui desejdveis. Primeiro, a nova incbgnita 
deve ser mais acessfvel, isto e, mais f£cil de obter, a partir dos dados, do que a in- 
cbgnita original. Segundo, a nova incognita deve ser btil, isto 6, deve ser, quando en- 
contrada, capaz de prestar algum servigo efetivo na procura da incbgnita original. Em 
suma, a nova incbgnita deve ser uma especie de intermedidrio . Uma pedra no meio 
de um riacho est3 mais prbxima de mim do que a outra margem, a qual desejo che- 
gar e, quando chegar k pedra, ela me teri auxiliado a alcangar a margem oposta. 

A nova incbgnita deve ser acessfvel e util, as duas coisas, mas muitas vezes te- 
mos de nos contentar com menos. Se nada melhor aparecer, nSb serS desarrazoado 
deduzir alguma coisa que tenha a possibilidade de ser util, e seria tambGm razo£vel 
tentar uma nova incbgnita intimamente relacionada com a original, mesmo que 
no infcio esta nao parega especialmente acessfvel. 

Por exemplo, se o nosso problema for o c£lculo da diagonal de um paralele- 
pfpedo (como na seg§o 8), podemos introduzir a diagonal de uma das faces como 
nova incbgnita. Podemos faze-lo ou porque sabemos que se tivermos a diagonal de 
uma face poderemos assim obter a diagonal do solido (como na segao 10), ou porque 
percebemos que aquela & fScil de calcular e suspei tamos que ela poder£ ser util no 
c£lculo da diagonal do solido. (Comparar com UTILIZOU TO DOS OS DADOS?, 1 ). 

Se o nosso problema for o tragado deumcfrculo,temosde determiner duas coi- 
sas: o centra e o raio; podemos dizer que o problema tern duas partes. Em certos ca- 
sos, uma parte 6 mais acessfvel do que a outra e, portanto, em qualquer caso, pode- 
mos razoavelmente considerar por um momento esta possibilidade: £ possfvei resob 
ver uma parte do problema? Com esta indagagSo, ponderamos as chances: compen* 
sard concentrarmo-nos sb no centra, ou sb no raio, e escolher um ou outro como a 
nova incbgnita? Indagagdes deste tipo sao frequente mente muito uteis em problemas 



mais complexos ou mars avangados, A id4ia muitas vezes consiste em tomar alguma 
parte mais acessfvel e essencial do problema. 

6. Trocando tanto a inedgnita quanto os dados, desviamo-nos mars do nosso 
rumo original do que nos casos anteriores. £ natural que n£o gostemos disto, pois 
sentimos o risco de perder completamente o problema original. No entanto, podemos 
ser compel id os a tat, se mudangas menos radicals nao houverem resultado em algo 
mais acessfvel e util. Podemos ficar tentados a tanto nos afastar do nosso problema 
original, caso onovo problema tenha boas possibilidades de suGesso. £ poss/vef mudar 
a incognita, ou os dados, ou todos etes, se necessario, de modo a que a nova incognh 
taeos novos dados fiquem mais prdximos entre si? 

Uma maneira interessante de mudar tanto a inedgnita como os dados 4 per mu- 
tar a incognita por um dos dados. (Ver £ pqssi'vel UTILIZAr O resultado? 3), 

7. Bxemp/o. Tragar um triSnguio, sendo dados um lado a; a altura h per- 
pendicular a a eoangulo a oposto a a . 

Qua! 4a inedgnita? Um triangulo. 

Quais sib os dados? Duas iinhas, a e h, eoangulo cl 

Ora, se conhecemos alguma coisa de problemas de tragado geometrico, pode- 
mos reduzir este problema & determinate de um ponto. Tragamos a linha BC, 
igual ao lado a, ap6s o que r tudo que temos a fazer 4 encontrar o v4rtice do trian- 
gulo, A , oposto a a (ver figura 9). Temos agora, de fato, um novo problema. 



Qua/ 4 a inedgnita? 0 ponto A . 

Quais sad os dados? A linha h, um 4ngulo ot edoispontos B e C, dados em 
posigao. 

Qua/ 4 a condicionante? A distend a perpendicular do ponto A 4 linha BC 
deveser h e <BAC = a. 


Transformamos assim o nosso problema original, mudando tanto a inedgnita 
quanto os dados. A nova inedgnita e um ponto, a original era um triangulo. ALguns 
dos dados sao os mesmos em ambos os problemas, a linha he o anguio a. Mas 
no problema original foi dada uma linha h e agora temos, em seu Iugar, dois pontos, 
A e B. 

O novo problema nao 4 diffcil. A sugestao que segue nos aproxima da sua 
solugao. 

Separe as diversas partes da condicionante. A condicionante tem duas partes, 
uma relativa ao dado h e outra ao dado cl 0 ponto que constitui a inedgnita deve 

(It estar a uma distancia h da linha BC; e 

(II) ser o vertice de um angulo do valor dado a, cujos lados passam pelos 
pontos dados, B e C. 

Se mantivermos apenas uma parte da inedgnita e deixarmos a outra de tado , 
a inedgnita n£o flcard perfeitamente determinada, pois h4 muitos pontos que satis- 
fazem a parte (I) da condicionante, isto 4, todos os pontos de uma paraiela 4 linha 
BC e desta situada 4 dist4ncia h* Essa paraiela 4 o Iugar geom4tnco dos pontos que 
satisfazem a parte (I) da condicionante. 0 Iugar geom4trico dos pontos que satisfa- 
zem a parte (II) 4 um certo arco circular cujas extremidades sao B e C. Podemos 
descrever ambos os lugares geometricos e a sua intersegao 4 o ponto que desejamos 
determiner, 

0 procedimento que acabamos de aplicar apresenta um certo interesse. Na re- 
solugao de problemas geom4tricos, muitas vezes ele 4, com sucesso, tornado por mo- 
delo: reduzir o problema 4 determinagao de um ponto e determinS-lo pela interse- 
gffo de dois lugares geom4tricos. 

H4, por4m, um certo passo deste procedimento que apresenta um interesse 
ainda mais geral. Na resoluglo de “problemas de determinagao", seja qual for otipo, 
podemos seguir esta sugestSo : Man ter apenas uma parte da condicionante e deixar 
a outra de tado . Com isso, enfraquecemos a condicionante do problema proposto, 
pois a inedgnita fica menos restrita. A t4 que ponto fica assim a inedgnita determina- 
da, como pode e/a variar? Com esta indagagSo, estabelecemos, de fato, um novo pro* 
blema. Se a inedgnita for um ponto do piano (como o era em nosso exemplo), a 
solug£o deste novo problema consistir4 na determinagao de um Iugar geom4trico 
descrito pelo ponto. Se a inedgnita for um objeto matem4tico de algum outro tipo 
(era um quadrado na seg§o 18), teremos de descrever apropriadamente e de caracte- 
rizar precisamente um certo conjunto de objetos, Mesmo se a inedgnita nao for um 


Xonsidera^e a linha BC como a bissatriz do piano. Eicolhemos um dos semiplano* para 
nale dotarminar A a &$sim podemos comidarar apenot uma parolela * BC, poi*, do contririo, 
ter tamo* da conuderar duos distu paralelot. 
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objeto matemdtico (como no exemplo seguinte, do item 8) r poderf ser conveniente 
considerar, caracterizar, descrever ou relacionar aqueles objetos que satisfizerem uma 
certa parte da condicionante impost* A incdgnita pelo problems proposto. 

8. Exemplo. Num jogode palavras cruzadas, que contem trocadilhos e anagra- 
mas, encontramos a seguinte chave: 

"Para frente e para tras, 4 uma pega de m^quina (5 letras)." 

Que/ 4 a incdgnita ? Uma pa lavra. 

Qua / 4 a condicionante ? A palavra tem clnco letras e tern algo a ver com at- 
guma pega de uma m£quina qualquer. Ela deve ser, naturalmente, uma palavra do 
idioma e, esperamos, nao muito rara. 

A condicionante 4 sufic ten te para determjnar a incdgnita? Nao. Ou, melhor, a 
condicionante pode ser suficiente, mas aquela sua parte que, para n6s, est3 agora cla- 
ra 6 certamente insuficiente. HA palavras demais que a possam satisfazer, tais como 
"biela", "freio" e tantas outran 

A condicionante estA expressa com ambiguidade — de propdsito, A claro. Se 
nada nos ocorrer que possa ser razoavelmente descrito como uma pega de mjquina 
que se desfoque "para frente" e, tamb£m, "para trds", podemos suspeitar que isto se 
refira A leitura da palavra. 

Separe as diversas partes da condicionante . A condicionante cont£m duas par- 
tes, uma relativa ao significado da palavra, outra A sua grafia, A palavra procurada de- 
ve ser 

(I) uma palavra curta que signifique alguma pega de uma mdquina; 

(II) uma palavra de cinco letras que, lida de trSs para diante, signifique tamtam 
uma pega de maquina. 

Se mantivermos apenas uma parte da condicionante, deixando a outra de /ado, 
a incdgnita nSo ficard perfeitamente determinada. HA muitas palavras que satisfazem 
a parte (I) da condicionante e, assim, temos uma espdcie de Jugar geomdtrico. Pode- 
mos descrever esse lugar geomdtrico (I), "segui-lo" atd a sua "intersegSo" com o lugar 
geom£trico (II). 0 procedimento natural consiste em concentrar na parte (I) da con- 
dicionante, relembrar palavras que tenham o necessdrio significado e examiner se 
elas tfim ou nSo o numero de letras exigido. £ possfvel que tenhamos de relembrar 
muitas palavras at£ chegarmos A certa: bieia, freio, bomba, polia, motor. 

£ claro, "rotor"! 

9. No item 3, classificamos as possibilidades de encontrar um novo "proble- 
ma de determinagSo" pela recombinagao de certos elementos de um outro "problems 
de determ InagSo", proposto. Se introduzirmos nao apenas um problems, mas dois ou 
mais, haverS mais possibilidades que teremos de mencionar, mas nao tentaremos 
classificar 
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Outras possibilidades podem ainda surgir. Em particular, a resolugSo de um 
"problema de determinate" pode depender da resolugao de um "problema de de- 
monstrate". Apenas mencionamos esta importante possibilidade, pois considera- 
pdes de espapo nos impedem de discuti-la aqui. 

10. Apenas algumas poucas e breves observapoes podem ser acrescentadas a 
propdsito de "problemas de demonstrate" Elas sSo andlogas aos comentdrios, mais 
extensos, relativos a "problemas de determinate" (itens 2 a 9). 

Uma vez compreendido o problema como um todo, devemos, de maneira ge- 
ral, examinar as suas partes principals, que $So a hipdtese e a conclusSo do teorema 
que temos de demonstrar ou de refutar. Precisamos compreender perfeitamente tais 
partes. Qua / 4 a hipdtese? Qua / e a concfusao ? Se bouver necessidade de descer a pon 
tos mais especfficos, poderemos separar as diversas partes da hipdtese e examine las 
uma a uma. Podemos entao passar a outros detalhes, decompondo mais e mais o 
problema. 

Depois de decomposto o problema, podemos tentar recombinar os seus ele- 
mentos de maneira nova. Em particular, podemos ensaiar a recombinate dos ele- 
mentos em um outro teorema. A este respeito, tres sao as possibilidades: 

(1) Manter a concfusao e mudar a hipdtese. Tentamos primeiro relembrar um 
tal teorema: Considere a concfusao. E procure pensar num teorema conhecido que 
tenha a mesma concfusao ou outra semefhante . Se nao conseguirmos relembrar tal 
teorema, procuremos inventar um: £ possfvef imaginar uma outra hipdtese da qua I se 
possa facifmente deduzir a concfusao? Podemos mudar a hipotese pela omissSo de al- 
guma coisa, sem nada Ehe acrescentar: Mantenha apenas uma parte da hipdtese e 
deixe a outra de /ado, A concfusao cont/nua vifida? 

(2) Manter a hipdtese e mudar a conclusao: £ possfvel otter a/go de dtil da 
hipdtese? 

(3) Manter tanto a hipdtese quanto a condicionante. Podemos estar mais in- 
clinados a mudar ambas se nSo tivermos sucesso com a mudanga de uma s6 delas. 
£ possfvel mudar a hipdtese, ou a conclusao, ou ambas, se necessdrio, de modo a que 
a nova hipdtese e a nova concfusao fiquem mais prdximas uma da outra? 

NSo tentamos aqui classificar as diversas possibilidades que surgem quando, pa- 
ra resolver um "problema de demonstrate" proposto, introduzimos dois ou mais 
"problemas de demonstragao" ou quando o relacionamos com um "problema de de- 
terminate" apropriado. 

Definigoes de termos sao describes de seus significados por meio de outros 
termos que se supoe sejam bem conhecidos. 

1. Os termos tdcnicos da Matemdtica s£o de duas categories. Uns sao aceltos 
como termos primitivos e nSo se definem, Outros, consideram-se termos derivados e 



sac definidos normalmente, isto £, seus significados sao for mu I ados em termos primi- 
tives a em outros termos derivados, previamente definidos. Assim, nao se dao def ini- 
goes formais de nogoes primitivas, tais como ponto, reta e piano.* No entanto r 
demos definigdes formais de nogoes tais como "bissetriz de um angulo", "cfrculo" e 
"parabola". 

, A definigao do Ultimo termo mencionado pode ser feita da maneira seguinte. 
Chamamos paribofa o lugar geom£trico dos pontos equidistantes de um ponto fixo 
e de uma reta fixa. O ponto fixo £ chamado o foco da parabola e a reta fixa, a sua 
diretriz . Fica entendido que todos os elementos considerados encontram-se num pia- 
no fixo e que o ponto fixo [o foco) nao e$t£ sobre a reta fixa (a diretriz). 

Nao se presume que o leitor conhega os significados dos termos definidos: 
parabola, foco da parabola, diretriz da parabola. Mas admite-se que ele saiba o signi- 
ficado de todos os outros termos, tais como ponto, reta, piano, distdneia entre do is 
pontos, lugar geom£trico etc* 

2. As definipoes dos dicionarios nao diferem muito das definigdes matem£- 
ticas na sua forma aparente, mas elas sao redigidas com um outro espfrito. 

0 autor de um diciondrio interessa-se pelo sigmficado oorrente das palavras. 
Ele aceita , evidentemente, esse sentido corrente e o enuncia, com toda a clareza que 
Ihe for possivel, sob a forma de uma definigao. 

0 matem£tico nao se preocupa com o sentido corrente dos seus termos tecni- 
cos, pelo menos ele nao est£ principalmente interessado nisso. 0 que "cfrculo", 
"parabola" ou outros termos t£cnicos dessa esp£cie possam ou nao significar na lin- 
guagem corrente, pouco Ihe imports. A definigao matem£tica cria o srgnificado 
matem&tico. 

3. Exempfo. Determinar o ponto de intersegSo de uma reta dada com uma 
parabola da qua I s£o dados o foco e a diretriz. 

A nossa abordagem de qualquer problema tiepende, necessariamente, do es- 
tagio do nosso conhecimento. A nossa abordagem do presente problema dependera, 
principalmente, da nossa maior ou menor familiaridade com as propriedades da 
parabola. Se muito soubermos acerca da parabola, tentaremos usar nosso conheci- 
mento e dele extrair aiguma coisa de titil: Conhece um probfema que possa ser utif? 
Conhece um probfema correfato? Se soubermos pouco sobre parabola, foco e dire- 
triz, estes termos serao ate embaragosos e, naturalmente, desejaremos nos livrar deles. 
Mas, como conseguir isto? Acompanhemos o di£logo entre um professor e um de 
seus alunos, que discutem o problema proposto. Eles j£ escolheram uma notapao 

*A este respefta, as id6ia» mudarsm detdt os tempos da Euclides a saus discfpulos gregoi, 
qua dtfinirarrvp ponto, a rata a o piano. Mas as suas “dtfinic&K" mal podiam ser considaradat 
dafinigdas formais, pois erarn mail uma etp6cia da axplteagdes. Natural m«nta, axplicagdas sio 
admiwfvsis, a rrwnmo d o ia jf vai*, no ansino. 


adequada: P para o ponto de interseg£o a determinar, F para o foco, d para a 
diretriz e c para a reta de intersegao da parabola* 

— E quaf 4 a fnedgnita? 

— O ponto A. 

— Quais sio os dados? 

— As retas cede o ponto F. 

— Qua f 6 a condicionante? 

— p e um ponto de intersegao da reta c com a parabola cuja diretriz £ d e 
cujo foco £ F, 

— Certo. Sei que teve poucas oportunidades de estudar a parabola, mas penso 
que £ capaz de dizer o que uma parabola. 

— A parabola £ o lugar geom£trico dos pontos equidistantes do foco e da 
diretriz. 

— Certo. Lembra-se bem da definigao, mas £ preciso utiliz£-fa: volte 4$ definh 
poes> Pela definigao de par£bola, o que me pode dizer a respeito do ponto A 

- P esta sobre a parabola. Portanto, P £ equidistante de d e F. 

— Muito bem. Trace uma figure. 



d Q 

Figura 10 

0 aluno acrescenta £ figura 10 as linhas PF e PQ f sendo esta Ultima a perpen- 
dicular baixada de P sobre d 

— Agora, 4 posstvei reformuiar o problems ? 

— f possfvel reformuiar a condicionante do problema, usando as linhas que 
acabou de acrescentar? 
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- r e um ponto aa reta c iai que rr = ru. 

— Certo. Mas r por favor, explique isso em palavras: o que i PQ? 

- £ a dist^ncia perpendicular de Pad. 

— Certo, Pode agora reformular o problema? Mas, por favor, enuncie-o com 
clar^a, numa frase simples, 

- Determinar o ponto P da reta dad a c eqiiidistante do ponto dado F e da 
reta dada d. 

— Observe o progresso que fez desde o enunciado original ate a sua reformula- 
gao, Aquele estava tao cheio de estranhos termos tecnicos, parabola, foco, diretri 2 , 
que at£ soava um pouco pomposo e empolado. E agora nada resta de tais termos: o 
problema ficou enxuto. Parabens! 

4. A ei/minagab da termos tecnicos foi o resultado do trabalho do exemp!o 
acima, Partimos dum enunciado do problema que continha certos termos tecnicos 
(parabola, foco, diretriz) e chegamos finalmente a uma reformulagao isenta de tais 
termos. 

Para eliminar um termo tecnico, precisamos conhecer a sua definigao: mas 
nao basta conhece-la, e precise utiliz5-la. No exemplo precedente, nao bastou lembrar 
da definigao de parabola. 0 passo decisivo consistiu em acrescentar a figura as linbas 
PF e PQ t cuja igualdade era assegurada pela definigao de paribola. Este e um 
procedimento tfpico. tntroduzimos, na concepgao do problema, elementos apro- 
priados. Com base na definigao, estabelecemos relagoes entre os elementos intro- 
duzidos, Se estas relagoes expressarem completamente o significado, teremos 
utilizado a definigao e, assim, eliminado o termo tecnico, 

O procedimento que acaba de ser descrito pode ser chamado a votta as def ini- 

goes. 

Pela volta a definigao de um termo tecnico, libertamo-nos do termo mas intro- 
duzimos, em seu lugar, novos elementos e novas relagoes. A decorrente modificagao 
de nossa concepgao do problema pode ser importante. De qualquer maneira, algu- 
ma reformulagao, alguma VARIAQAo DO PROBLEMA, deveri disso resultar, 

5. Definigoes e teoremas conhecidos. Se conhecermos o nome "parabola" 
e tivermos uma vaga ideia da forma da curva, porem se nada mais sobre ela sabemos, 
o nosso conbecimento serb evidentemente insuficiente para resolver o problema pro- 
posto como exemplo ou qualquer outro problema serio relative b parabola. Que tipo 
de conhecimento necessitamos para tal fim? 

Podemos considerar que a ciencia da Geometria consiste em axiomas, defi- 
nigoes e teoremas. A parabola nao e mencionada em teoremas que tratam apenas de 
termos primitivos, tais como ponto, reta eoutros. Qualquer argumentagao geom6tri- 
ca relattva b parabola ou b resolugao de qualquer problema a ela referente deve utili- 
zer a sua definigao, ou teoremas a ela pertinentes. Para resolver um tal problema, e 
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precise conhecer pelo menos a definigao, mas e melhor conhecer tambSm alguns 
teoremas, 

O que dissemos da parabola aplica-se, naturalmente, a qualquer outra nogao de- 
rivada, Quando iniciamos a resolugao de um problema que envolve uma tal nogSo, 
nSo podemos ainda saber o que sera preferfvel utilizer: a definigao da nogfo ou algum 
teorema a ela referente. Mas o certo 6 que teremos de utilizar uma ou outro. 

HS casos, porem, em que n£o temos escolha. Se conhecermos apenas a nogSo, 
e nada mais, seremos entao obrigados a utilizar a definigao. Se pouco mais sou be r mo s 
alem da definigao, a nossa melhor chance ser£ voltar b definigSo, Se, por6m, conhe- 
cermos muitos teoremas relativos dquela nogao e tivermos muita experience na sua 
aplicagao, haver a muitas probabilidades de encontrarmos um teorema apropriadoao 
caso, 

6, Definigoes diversas , A esfera 6 geralmente definida como o lugar geomStri- 
co dos r pontos equidistantes de um ponto dado. (Os pontos estao agora no espago, 
nao mais restritos a um piano). Nao obstante, a esfera pode tambem ser definida 
como a superffeie gerada por um cfrculo que gira em torno de seu diametro. Conhe- 
cem-se ainda outras definigoes da esfera e muitas mais sao ainda possfveis, 

Quando tivermos de resolver um problema que envolva alguma nogao derivada, 
como "esfera" ou "parabola", e desejarmos voltar a sua definigao, poderemos esco* 
Iher uma entre vSrias definigoes, Muito irS depender, em tal caso, da escolha adequa- 
da ao caso. 

O cdlculo da area da superffeie da esfera constitufa, b epoca em que Arquime- 
des o resolveu, um grande e dif fcil problema. Ele tinha, a sua escolha, as definigoes de 
esfera que acabamos de mencionar. Preferiu, entao, conceber a esfera como a super- 
f icie gerada por um cfrculo que gira em torno de um diametro fixo, Inscreveu no cfr- 
culo um poJigono, com um numero par de dados, do qua! o diametro fixo liga verti- 
ces o post os. 0 polfgono regular aproxima-se do cfrculo e, girando com este, gera uma 
superffeie convexa com post a de dois cones com vertices nas extremidades do diame- 
tro fixo e de diversos troncos de cones intermediaries, Esta superffeie composta apro- 
xima-se da esfera e foi utilizada por Arquimedes para calcular a ^rea da superffeie 
desta. Se concebermos a esfera como o lugar geom^trico dos pontos equidistantes do 
centro, nao haver£ nenhuma sugestao semelhante de simples aproximagao da sua su- 
perffeie, 

7. Voltar bs definigoes e importante na invengao de um argumento, mas tam- 
bem o e na sua verificagao. 

Algu6m pretende apresentar uma nova resolugao para o problema de Arquime- 
des — o cilculo da superffeie da esfera. Se essa pessoa apenas tiver uma vaga id£ia 
sobre a esfera, a sua resolugao nao poderS ter qualquer valor, £= possfvef que tenha 
uma clara concepgao da esfera, mas se deixar de utilizS-la em seu argumento, nao 
poderemos saber se eJa tern realmente qualquer idGia sobre este sdlido e, portanto, 
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de nada valerf o argumento. Por conseguinte, ao escutar o seu argumento, f icamos a 
aguardar o momenta em que ela dird algo substantial sobre a definigSo de esfera ou 
um teorema relativo. Se tal momento nunca chegar, a resolugSo nao prestard. 

Da mesma maneira, devemos verificar, nao $6 os argumentos dos outros, mas 
tamb6m t naturalmente, os nossos priprios argumentos, Levou em consideragao todas 
as nogdes essenciais que interessam ao probiema? Como utilizou a nogao? Utilizou o 
seu significado, a sua definlgSo? Utilizou fatos essenciais, teoremas conhecidos 
relevantes? 

A importincia da volta 4s definigdes para verificar um argumento foi realgada 
por Pascal, que formulou a regra: "Substituer mentafement ies definitions £ ta place 
des d£finis", cujo sentido 4 "substitutr mentaimente os termos definidos pelos fatos 
definiddres" Que a volta &s definigoes 4 tambfrn importante para inventar um argu- 
mento foi destacado por Hadamard. 

8. A volta 4s definigdes constitui uma Importante operagfo mental. Sedese- 
jamos compreender a import&ncia das palavras, precisamos primeiro sentir que as pa- 
lavras s£o importantes. Drficilmente podemos raciocinar sem o auxflio de palavras, 
ou de signos, ou de sfmbolos de qualquer e$p4cie. Assim, palavras e signos t4m poder. 
Os povos primitivos acreditavam que as palavras e os signos tlnham poder m&gico; po- 
demos compreender essa crenga, mas data nao devemos compartilhar. Precisamos sa- 
ber que o poder de uma paEavra nao reside no seu som, no vocis flatus, nas vibrag5e$ 
do ar produzidas pelas cordas vocals do locutor, e sim nas id4ias que a pa lavra nos 
traz 4 mente e, por fim, nos fatos em que $e baseiam essas id4ias. 

Portanto, £ bom procurar o sentido e os fatos que ficam por detrds das palavras. 
Ao voltar 4s definigoes, o matemdtico procura assenhorear-se das reals relagoes de ele- 
mentas matemdticos que estao por detrds dos termos t4cnicos, assim como o f fsico pro- 
cura conf irmagdes experimentais para seus termos t4cnicos e o homem comum, com 
algum bom sense, procura chegar aos fatos reals e n£o ser iludido por meras palavras. 

Demonstragao por absurdo e demonstragSo indireta. Sao procedimentos dife- 
rentes, por4m correlates. 

A demonstragao por absurdo mostra a falsidade de uma suposigSo derivando 
dela um absurdo flagrante. £ um procedimento matemdtico, mas se assemelha 4 iro- 
nia, que € o procedimento predileto do satirists. A ironia adota, com todas as aparen- 
cias, uma determinada opiniao, que £ exagerada e repetida at4 conduzir a um mani- 
festo absurdo. 

A demonstragao indireta estabelece a verdade de uma afirmativa por revelar 
a falsidade da suposigSo oposta. Deste modo r ela apresenta certa semelhanga com a 
astucia do politico que procura firmar os m4ritos de um candidato pela demoligSo da 
reputagSo do seu oponente. 
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Tanto a demonstragao por absurdo quanto a demonstragao indireta sao efica- 
zes instrumentos da descoberta, que se apresentam naturalmente a todo espfrito aterv 
to. N5o obstante, alguns fildsofos e muitos principiantes tSm por elas uma certa 
aversSo, o que se compreende: nem todos apreciam pessoas sarcdsticas ou polfticos 
astuciosos. Em primeiro lugar, demonstraremos, por meio de exemplos, a eftdicia 
de ambos os procedimentos e, em seguida, discutiremos as objegoes que contra 
eles se apresentam. 

1. Demonstragao por absurdo, Escrever numeros usando cada um dos dez 
algarismos uma s6 vez, de tal modo que a soma desses numeros seja exatamente 100, 

Podemos aprender atguma coisa na tentativa de resolver este enigma, cujo enun- 
ciado exige algum escEarecimento. 

Qua / e a inedgnita? Um conjunto de ntimeros, e por ntimero queremos aqui di- 
zer, naturalmente, inteiros. 

0 que 4 dado? 0 numero 100. 

Qua! e a condicionante? A condicionante tem duas partes. Primeira, ao escre- 
vermos o desejado conjunto de nftmeros, devemos usar cada um dos dez algarismos 
0, 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 apenas uma vez. Segunda, a soma de todos os numeros do 
conjunto deve ser 100. 

Mantenha apenas uma parte da condicionante , deixe a outra de /ado, A pri- 
meira parte, sozinha, € f4cil de satisfazer. Tome»se o conjunto 19, 28, 37, 46, 50: ca- 
da algarismo ocorre s6 uma vez. Mas, 4 evidente, a segunda parte da condicionante 
n&> fica satisfeita: a soma desses ntimeros 4 180 e nao 100. Poderfamos, por4m, fa- 
zer melhor. "Continue a tentar", Sim 

19 + 28 + 30 + 7 + 6 + 5 + 4 = 99. 

A primeira parte da condicionante 4 satisfeita e a segunda quase o 4: chegamos a 99 
em lugar de 100. Naturalmente, poderemos facilmente satisfazer a segunda parte se 
abandonarmos a primeira: 

19 + 28 + 31 + 7 + 6 + 5 + 4 = 100. 

A primeira parte nao 4 satisfeita: o algarismo 1 ocorre duas vezese o 0 nenhuma. 
"Continue a tentar." 

Ap6$ mais algumas tentativas infrutfferas, somos, por4m, levados a suspeitar de 
que n So 4 possfvel obtermos 100 da maneira pedida. A um certo momento, surge o 
probiema: demonstrar que e impossfvei satisfazer simuf taneamen te ambas as partes 
da condicionante, 

At4 mesmo excelentes estudantgs podem achar que este probiema est4 acima 
das suas possibilidades. No entanto, a resposta 4 bastante f4cil, se adotarmos a atitude 
correta. Tamos de examinar a situagao hipotetica em que ambas as partes da condi- 
donante $£o satisfeitas. 
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Suspeltamos que esta situagao realmente nao pode ocorrer e a suspeita, baseada 
na experience das nossas infrutiferas tentativas, tern algum fundamento. Nao obs- 
tante, livremo-nos depreconceitos e enfrentemos a situagao em que r hipotetica mente, 
supostamente, presumidamente, ambas as partes da condicionante sao satisfeitas. 
Imaginemos um conjunto de nfimeros cuja soma 4 100, Esses numeros serao de um 
ou^ois algarismos. H4 dez algarismos, e eles devem todos ser diferentes, pois cada um 

deles, 0, 1, 2 9 deve ocorrer apenas uma vez. Assim, a soma de todos 

estes algarismos deve ser 

0+1+2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45, 

Alguns destes algarismos denotam unidades e outros, dezenas. £ preciso um pouco de 
sagacidade para acertar com a id£ia de que a soma dos algarismos que denotam deze- 
nas pode ter alguma importune! a. De fato, seja f essa soma. Ent£o, a soma de todos 
os numeros do conjunto deve ser 

lOt + (45 -t) = 100. 

Temos aqui uma equagao do primeiro grau em f, que nos fornece 
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Ora, h£ nisto alguma coisa definitivamente errada. O valor que encontramos para t 
4 fracion£rio, quando r, evidentemente, deve ser inteiro. A partir da suposigfo de 
que ambas as partes da condicionante impost a podem ser simultaneamente satisfei- 
tas, fomos levados a um flagrante absurdo. Como explicar isto? A nossa suposigao 
original deve estar errada: 4 impassive! satisfazer, ao mesmo tempo, as duas partes 
da condicionante. E assim cbegamos ao nosso objetivo: conseguimos demonstrar que 
as duas partes da condicionante imposta sao incompatfveis, 

O nosso raciocfnio foi uma tfpica demon strata o por absurdo. 

2. Observapoes, Reexam i nemos o raciocfnio para compreender a sua orien- 
tagffo geraL 

Desejamos demonstrar que 4 impossfvel satisfazer uma certa condicionante, 
isto 4, que a situagao na qual todas as partes da condicionante sao simultaneamente 
satisfeitas n£o pode jamais surgir. Mas, se nada ainda bouvermos demonstrado, tere- 
mos de encarar a possibilidade de que a situagao possa surgir Somente encarando 
frontal mente a situagao hipotetica e examinando-a cuidadosamente poderemos ter 
a esperanga de perceber nela um ponto definitivamente errado. E preci samos por a 
mSo num ponto definitivamente errado, se desejarmos demonstrar conclu si va mente 
que a situagao 4 impossfvel. Daf podem os ver que o procedi men to que serviu ao nos- 
so exemplo 4 razojvel em geral : temos de examiner a situagao hipotetica na qua / to- 
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das as partes da condicionante sao satisfeitas, embora tai situagao pareqa extrema- 
mente improvavef 

O leitor mais experimentado pode notar aqui um outro ponto. 0 principal 
passo do nosso procedimento consistiu no esta be! eci men to da equagao em r. Ora, 
podenamos ter chegado a mesma equagao sem suspeitar que houvesse algo de errado 
com a condicionante. Se desejamos estabelecer uma equagao, temos de expressar, em 
linguagem maternities, que todas as partes da condicionante sao satisfeitas, muito 
embora nao saibamos t ainda, se 6 reaf mente possfvef satisfazer simultaneamente todas 
essas partes. 

0 nosso procedimento 4 seguido com "isengfo": pode mos ter a esperanga de 
encontrar a incognita que satisfaga a condicionante, ou a de demonstrar que esta nao 
pode ser satisfeita. Sob um aspecto, isto pouco importa: a investigagao, se for bem 
conduzida, comega da mesma maneira em ambos os casos, pelo exame da situagao 
hipotetica na qual a condicionante 4 satisfeita, e somente mais tarde revela qual das 
nossas esperangas 4 a que se justifica. 

Compare com FIGURAS, 2. Compare tamb£m com PAPPUS: uma an£lise que 
termina por refutar o teorema proposto, ou por mostrar que o proposto "problems 
de determ inagfo" nao tern solugao, 4 na verdade uma demonstragSo por absurdo. 

3. Demonstragao indireta. Os numeros primos ou, simplesmente, primos sao 
os numeros 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .... que nao podem ser decom- 
postos em fatores me no res, embora sejam maiores do que 1. (A ultima clausula exclui 
o numero 1 que, evidentemente, nao pode ser decomposto em fatores menores, mas 
que apresenta uma natureza diferente e nao pode ser considerado primo). Os primos 
sao os "elementos ultimos" em que todos os inteiros (maiores do que podem ser 
decomposes. Por exemplo, 

630 = 2 - 3 * 3 ‘ 5 * 7 

decompde-se num produto de cinco primos. 

A s4r\e dos nOmeros^ infinita ou termina em algum lugar? £ natural que se sus- 
peite que a s6rie dos primos nSo tenha fim. Se ela terminasse em algum lugar, todos 
inteiros poderiam ser decompostos num numero finito de elementos ultimos e o 
mundo pareceria "pobre demais", numa forga de expressao. Surge assim o problems 
de demonstrar a existencia de uma infinidade de numeros primos. 

0 problems 4 muito diferente daqueles que se encontram norma l mente na Ma 
tematica eiementar e parece, a primeira vista, inacessfvel. No entanto, como disse- 
mos, 4 extremamente improvdvel que haja um ultimo primo, digamos P. Por que* 
rsto 4 tao improvdvel? 

Enfrentemos a impossfvel situagao em que, hipotetica mente, supostamente, 
exista um ultimo primo R Neste caso, podenamos escrever a s£rie complete dos 
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primos 2, 3, 5, 7, 1 1 ft Por que isto g tao improvgvel? 0 que hg de errado nis- 

to? E possfvel identificar nisto algo definitivamente errado? E claro que sim. Pode- 
mos compor o numero 

Q = i 2*3-5*7*11) ,,,P +- 1. 

Esttf numero Q 4 maior do que P e, por tan to, supostamente, Q nao pode ser pri- 
mo. Em consequencia, Q deve ser divisfvel por um primo. Ora, os primos de que dis- 

pomos sao, supostamente, os ntimeros 2, 3, 5 P f porgm G, dividido por 

qualquer um destes numeros deixa por resto 1. Portanto, Q nao e divisfvel por ne- 
nhum dos primos mencionados, que sao, hipoteticamente, todos os primos. Ora, h3 
alguma coisa definitivamente errada: 0 deve ser ou um numero prime, ou divisfvel 
por algum primo. Partindo da suposipao de haver um Ultimo primo, fomos levados 
a um flagrante absurdo. Como explicar isto? A nossa suposipao original deve estar 
errada, nao pode haver um ultimo primo. E assim conseguimos demonstrar que a 
sgrie dos numeros primos n£o tern fim, 

Esta 6 uma tfpica demonstrato indireta. (E tambgm famosa e devida a Euclh 
des, encontrando-se na Proposlgao 20, do Livro IX dos Elementos). 

Demon st ram o$ assim o nosso teorema (que a sgrie dos numeros primos nSo tern 
fim) pela refutagao do seu oposto (que a sgrie dos primos termina em algum ponto), 
o qual foi refutado, por dele termos deduzido um manifesto absurdo. Combinamos, 
assim, a demonstrate indireta com a demonstragao por absurdo. Esta combinato 
g tambgm muito tfpica. 

4. Objegoes, Os procedi mentos que estamos estudando tern encontrado 
forte oposigao. Contra eles foram leva n tad as muitas objegoes, que talvez possam ser 
consideradas formas diferentes de uma mesma objegao fundamental. Discutimos 
aqui uma forma "prgtica" de objegoes, que se situa ao nosso nfvel. 

Encontrar uma demonstrato n§o muito 6bvia constitui um grande sucesso 
intelectual, mas para aprender essa demonstragao, ou mesmo para compreendg-la 
perfeitamente, g necessgrio um certo esforgo mental. E bastante natural que deseje* 
mos obter algum lucro de nosso esforgo e, para isso, g claro, aquilo que ficar retido 
em nossa membria deverg ser verdadeiro e correto, nao falso ou absurdo. 

Mas parece diffeit que, de uma demonstrate) por absurdo, possa resultar ah 
guma coisa de verdadeiro. 0 procedimento parte de uma suposiggo falsa e daf deduz 
consequents que o sao igualmente - talvez ainda mais visivelmente - falsas, at£ 
chegar & ultima consequencia, esta flagrantemente falsa. Se n<Jo desejarmos guardar 
falsidades na membria, deveremos esquecer tudo, o mais depressa possfvel, o que 
n5o g, porgm, vi&vel, pois todos os pontos devem ser relembrados, com nitidez e 
correto, no decorrer do estudo da demonstrate. 

A objeto & demonstrato indireta pode ser agora formulada muito resumida- 
mente. Ao acompanharmos uma tal demonstrato, somos obrigados a concentrar, 
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conti nua men te, a atengao numa suposigSo falsa, que devemos esquecer, e n5o no 
teorema verdadeiro, que devemos reter. 

Se desejarmos avaliar corretamente os mgritos destas objegdes, deveremos dis- 
tinguir entre ddas utilidades da demonstrato por absurdo, entre um instrumento da 
pesquisa e um meio de exposito, e estabelecer a mesma distinggo no que se refere 
g demonstragao indireta. 

Deve-se confessar que a "demonstrato por absurdo" nSo a presents s6 vanta- 
gens, pois ela, especiaimente se for longa, pode tornar-se muito penosa para o lei tor 
ou ouvinte. Todas as dedugoes que examinamos sao corretas, mas todas as situagdes 
que temos de enfrentar sao impossfveis. Mesmo a expressed verbal pode tornarse en- 
fadonha se insistir, como deve, em frisar que tudo estg baseado numa suposigao ini- 
cial. Assim, as palavras "hipoteticamente", "supostamente", "presumidamente" pre- 
cisam ser repetidas incessantemente, ou entao g necessgrio usar continuamente de 
outro recurso. Desejamos rejeitar e esquecer a situagao, por ser ela impossfvel, mas 
temos de rete-la e examing-la porque g a base do passo seguinte. Esta disebrdia pode 
tornar-se insuportgvel a longo prazo. 

Ser i a uma tolice repud iar a demonstrato por absurdo como um instrumento 
de descoberta. Ela pode apresentar-se nature I me nte e trazer uma decisao quando to- 
dos os outros meios estiverem esgotados, como os exemplos ante r lores podem 
mostrar. 

Precise mos de alguma experigneia para perceber que nao hg nenhuma contra- 
diggo essencial entre as duas posigoes. A experience revela que geralmente nao g 
dif fell converter uma demonstragao indireta em outra dir eta, ou em transformar uma 
longa demonstragao por absurdo em outra, cuja forma g mais agradgvel e da qual o 
absurdo pode atg desapareoer completamente ou, ap6$ a devida prepara to, ficar 
comprimido em poucas observagoes marcantes, 

Em suma, se desejamos utilizar plena me nte a nossa capacidade, devemos estar 
familiarizados tan to com a demonstrato por absurdo quanto com a indireta. Quan- 
do, porgm, conseguirmos chegar ao resultado por qualquer um destes processes, nao 
devemos esquecer de reexaming-lo e de indagar: £ possfvel chegar ao resuftado por 
um camtnho diferente? 

Hustremos, com o auxflio de exemplos, o que acabamos de dizer! 

5. Transformagao de uma demonstragao por absurdo- Voltemos ao raciocfnio 
apresentado no item 1. A demonstragao partiu de uma situagSo que, eventualmente, 
revelou se im possfvel. Mas retiremos uma parte do argumento que g independente da 
falsa suposigao original e que contgm informagao positiva. Reconsiderando o que foh 

T , , , 

feito, pode mos perceber que, pelo menos, isto g verdadeiro: se um conjunto de nu- 
meros for escrito de tal maneira que cada um dos dez algarismos ocorra uma ve2 so, 
a soma do conjunto serg da forma 
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10 1 + (45 - t) = 9(f + 5). 

Assim sendo, esta soma A divisive! por 9. 0 enigma proposto exige, porem que ela 
seja igual a 100. Ser£ isto possivel? Nao, pois 100 nao e divisi'vel por 9. 

A demonstrapao por absurdo que nos levou A descoberta do argumento desapa- 

receu desta nossa apresentapao. 

* 

A prop6sito, o leitor que conhece a "prova dos noves fora" poderS agora per- 
ceber, num relance, todo o argumento. 

6. Conversao de uma demonstrag$o indireta. Voftemos ao raciocfnio apre- 
sentado no item 3. Reconsiderando cuidadosamente o que foi feito, podemos encon- 
trar no argumento elementos que sao inde pen dentes da falsa suposipifo, mas a melhor 
indicapao provem de uma reconsiderapao do significado do proprio problems 

Que queremos dizer ao afirmarmos que a serie dos niimeros primos nao tern 
fim? £ claro que apenas isto: quando verificada qualquer s6rie de primos, como 2 r 3, 
5, 7, 1 1, , . . .... ,P t na qua I P A o Ultimo primo at6 a i encontrado, haverS sempre mais 
um primo. Assim, o que devemos fazer para demonstrar a exist£ncia de uma inf in i- 
dade de numeros primos? Temos de indicar a maneira de encontrar um primo dife- 
rente de todos os primos atA agora encontrados. Deste modo, o nosso "problema de 
demonstrapao" fica, de fato, reduzido a um "problema de determinate": Sendo 

dados os numeros primos 2, 3, 5, P f encontrar um novo primo N diferente de 

todos os primos dados. 

Assim reformulado o nosso problema, demos o passo principal. £ agora relati* 
vamente simples perceber como utilizar as partes principals do nosso argumento an- 
terior para o novo objetivo. Com efeito, o ntimero 

Q = (2 - 3- 5*7-11 A) + 1 

A certamente divisfvel por um primo. Tomemos - esta A a id£ia - qualquer divisor 
primo de Q (por exemplo, o menor deles) para N . (£ evident© que, se Q for um 
n&mero primo, N — G.) Como A 6bvio, Q dividfdo por qualquer dos primos 2, 3, 

® P deixa por resto 1 e, port an to, nenhum destes numeros poder£ ser A/, que 

A um divisor de Q. Mas isto 6 tudo de que precisamos: N A um numero primo e dife* 
rente de todos os primos 2, 3, 5, 7, 1 1 P aiA ar encontrados. 

Esta demonstrapao proporciona um procedimento que permite prolongar in- 
definidamente a s6rie dos numeros primos, sem Mmite. Nada nela A indireto, nao 
A precise considerar qualquer situapao impassive I, No entanto, ela e fundamental* 
mente a mesma demonstrapao indireta que consegurmos agora converter. 


Descartes, Ren6 (1 596-1 950) , grande matem^tico e fildsofo, planejou a publi- 
capSo de um mdtodo universal para resolver problemas, ponSm deixou inacabadasas 
suas Regras para a Diregao do Espfrito. Os fragmentos deste tratado, encontrados en- 


tre os seus manuscritos impressos ap6s a sua morte, contem, com referenda a solupao 
de problemas, materia mais substanciosa — e mais interessante — do que a sua 
obra mais conhecida, o Discours de ta Mithode , embora seja prov^vel que esta ulti- 
ma haja sido escrita depois daqueias. A seguinte observapao de Descartes parece des- 
crever a origem das Regras: "Quando jovem, ao ouvir falar de invenpoes engenhosas, 
tentei invent^- las eu proprio, sem nada ter lido dos seus autores. Ao faze-lo, percebi, 
gradualmente, que estava a utilizar certas regras." 

Diagndstico A empregado aqui como um termo tScnico de EducapSo, com o sig- 
nificado de "caracterizapao mais rigorosa do aproveitamento do aluno". Uma nota de 
exame caracteriza esse aproveitamento, mas de forma algo grosseira. 0 professor que 
desejar melhorar o aproveitamento de seus alunos necessitara de uma caracterizapao 
mais rigorosa dos aspectos bons e maus, assim como o medico, que deseja melhorar a 
saude de seus pacientes, necessita de um diagndstico. 

Estamos, aqui, particular mente interessados na efitcia dos estudantes no que 
se ref ere A resolupao de problemas. Como caracterizd-la? Podemos aproveitar a dis- 
tingao entre as quatro fases da resolupSo. De fato, o comportamento do estudante 
nessas diferentes fases A muito caracterfstico. 

A compreensao incompleta do problema, em conseqiidncia da falta de concen- 
trapao, talvez seja a deficiGncia mais comum. No que diz respeito A concepgao do 
piano e a visualizapao de uma iddia geral da resolupao, dois defeitos opostos sao mui- 
to frequentes: alguns alunos atiram-se ao calculo e ao desenho sem qualquer piano 
ou ideia geral; outros, esperam desajeita da mente que surja alguma id6ia e nada fazem 
para apressar a sua aparipao. Na execugao do piano , o defeito mais frequent© A o 
desleixo, a falta de paciencia para verificar cada passo. A omissSo da verificagao do 
resuitado A muito comum: o aluno contenta-se em obter uma resposta, poe de lado 
o ISpis e nao se espanta com os resultados, por mais disparatados que eles f orem, 

0 professor que fizer um diagndsttco cuidadoso de qualquer defeito deste tipo 
tera oportunfdade de corrigi-lo, se insistir em certas indagapoes da nossa lista. 

£ possfvel chegar ao resuitado por um caminho diferente? Quando a resolupao 
a que finalmente chegamos A longa e complicada, suspei tamos, instintivamente, de 
que haja um outro processo mais claro e com menos rodeios: £ posstvei chegar ao 
resu/tado por um caminho diferente? £ posstvei ve-io num re/ance? Ate mesmo 
quando conseguimos encontrar uma resolupao satisfatoria, podemos estar ainda in- 
teressados em achar uma outra. Desejamos nos convencer da validez de um resui- 
tado teorico por duas dedupoes diferentes, da mesma maneira que desejamos perce- 
ber um objeto material por meio de dois sentidos diferentes. Tendo encontrado uma 
demonstrapao, desejamos achar uma outra, assim como desejamos tocar um objeto 
depois de te-lo visto. 



£ melhor dar duas demonstrapdes do que uma s6. **£ mats seguro ancorar com 
do is ferros" 

Exempta . Calcular a area S da superffcle lateral de um tronco de cone 
circular reto, sen do dados o raio da base inferior ft, o raio da base superior r e a 
altura h r 


a a m^dia aritmtitica dos per f metros das duas bases do tronco. Reparando na mesma 
. parte da fbmiula, podemos ficar inciinados a escrevg-la sob a forma 

irlff + r) — 2ir ^ 4 r 
2 


* Este problema pode ser resolvido de vdrias maneiras. Por exemplo, podemos co- 
nhecer a fbrmuia que d£ a superffcie lateral do cone inteiro. Como o tronco £ obtido 
pelo corte de um pequeno cone no cone original, a sua superf fcie lateral serd a dife- 
renpa entre as duas superffcies conicas. Resta expressd-las em funpao de ft, r e h . 
Aproveitando essa id£ia, chegamos final mente d f6rmula 

S = n{R + r) - r ) 2 + h 2 

Tendo, de uma maneira ou de outra, chegado a este resultado, depots de muitoscdl- 
culos, podemos querer um argumento mais ctaro e mais direto. £ passive! chegar ao 
resultado por um comtnho diferente? £ pass f vet v§-to num retance? 

Se desejamos ver intuitivamente todo o resultado, podemos tentar perceber 
o significado geom6trico de suas partes. Assim, £ possfrel observar que 

- r) 2 + h 1 

£ a aitura indinada do tronco. (Altura inclinada 6 um dos lados nao paralelos do tra- 
p^zio isbsceles que, girando em torno de uma I inha que liga os pontos m6dios dos 
seus lados paralelos, gera o cone (ver figura 11). 



Figure 11 


Aqui tambfrn podemos descobrir que 


it [ft + r) = 


2 it ft + 2nr 
2 


que 6 a fbrmula do per (metro de segao m4dia do tronco. (Chamamos aqui sepSo 
m£dia & intersepao do tronco com um piano paraielo &s bases inferior a superior do 
tronco e bissetor de sua altura). 

Chegando a novas interpretapoes das v£rias partes, podemos ver a fbrmula 
original sob uma luz diferente. Poderemos assim interpretS-la: 

Area — Perfmetro da sepao m£dia X Altura inclinada. 

Lembramo nos aqui da regra do trapgzio: 

Area = Base m&tfia X Altura. 

(A sepao m£dia 6 paralela ds duas bases do trap£zio e 6 bissetriz da altura). Ao vermos 
intuitivamente a analogia entre ambas as expressoes, referentes, respectivamente, ao 
tronco de cone e ao trapgzio, percebemos todo o resultado relativo ao tronco "qua- 
se num relance". Isto 6, sentimos agora que estamos prbximos de uma demonstrapSo 
curta e direta do resultado alcanpado ap6s demorados cjlculos. 

2, 0 exemplo anterior 6 tfprco. Nao inteiramente satisfeitos com a maneira 

pela qua I chegamos ao resultado, desejamos melhord-lo, modificd-lo. Para isto, estu- 
damos o resultado, procurando compreende-lo melhor, ver dele um novo aspecto. 
Podemos primeiro conseguir observar uma nova interpretapao de uma certa pequena 
parte do resultado. Depois, podemos ter a sorte de descobrir um novo modo de con- 
ceber alguma outra parte. 

Ptelo exame das v^rias partes, uma ap6s outra, e tentando diversas maneiras de 
considerd-las, podemos ser levados a ver tmalmente o resultado inteiro sob uma nova 
luz, e a nossa nova conceppao do resultado pode sugerir uma nova demonstrapao. 

Deve-se admitir que 4 mais provdvel que tudo Isso ocorra a um matem£tico ex- 
periente que trate de um problema avanpado, do que a um principiante que se debate 
com um problema elementar. O matemStico, que dispoe de vastos conheci memos, 
est& mais exposto do que o principiante ao risco de mobilizar excesso de conheci- 
mentos e de preparar um argumento desnecessariamente comp lex o. Em compensa- 
pao, o matem4tico experiente encontra-se em melhor posipao do que o principiante 
para apreciar a re interpretapao de uma pequena parte do resultado e finalmente 
chegar, acumulando essas pequenas vantage ns, a refundir todo o resultado. 
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N£o obstante, mesmo em turmas muito ele men tares, pode ocorrer que osalu- 
nos apresentem uma resoiugao desnecessariamente complicada. Af, entafo, o professor 
deve mostrar-lhes, pelo menos, de vez em quando, nao apenas como resolver o pro- 
blema da maneira mais breve, mas tambem como encontrar, no prdprio resultado, in- 
dicagdes da resoiugao abreviada. 

- Ver tambem demonstracAo por absurdo e demonstracAo INDJRETA. 

£ possfvel obter algo de titil dos dados? Temos diante de n6$ um problems a 
resolver, uma questao em aberto. Temos de encontrar a refagao entre os dados e a 
incdgnita. Podemos representar nosso problema nao resolvido como um espago aber- 
to entre os dados e a incognita, como uma brecha sobre a qua I precisamos construir 
uma ponte. Podemos iniciar a sua construgao de qualquer lado, a partir da incognita 
ou a partir dos dados. 

Considers a incdgnital E procure pensar num problems conheddo que tenha a 
mesma incdgnita ou outra seme/hante. fsto sugere comegar o trabalho a partir da in- 
odgnita, 

Consldere os dados \ £ possfvel obter algo de util dos dados? Isto sugere come* 
gar o trabalho a partir dos dados. 

Parece que prindpiar o rariocfnio a partir da incdgnita de modo gerai, pre- 
fenvel (ver PAPPUS e REGRESSAO). No entanto, a outra alternativa, a partir dos 
dados, tambdm tem probabilidades de sucesso, muitas vezes deve ser tentada e me- 
rece ser exemplificada. 

Exempfo, Sao dados tres pontos A t 8 e C. Tragar uma I inha A que passe 
entre B e C, a igual distancia de ambos, 

Quats sao os dados? Os tr£s pontos, A, B e C f sao dados pela sua posigao. 
Tragamos uma figura que mostre os dados (figura 12}. 

B 


A# 


•C 


Figura 12 

Quafea incognita ? Uma linha reta. 


Qua I e a condlcionante? A Jinha procurada passe por A e passa entre B % C, 
a igual distancia dos dois. Reunimos a incdgnita e os dados numa mesma figura que 
mostra as relagoes necessSrias (figura 1 3}. 

t B 


A 


Figura 13 L 

Esta figura, sugerida pela deflnlgao de distancia de um ponto a uma reta, indica os 
angulos retos implicados nessa definigao. 

A figura, tal como est£, parece "muito vazia" A relaglo entre a reta procura- 
da e os dados A, B e C continua insatisfatdria. A figura precisa de alguma coisa 
mais, alguma linha auxiliar - mas qual? Mesmo um estudante razo£vel poderd per- 
der-se neste ponto. H3, naturalmente, muitas coisas a tentar, porem a melhor inda- 
gagao para ressituS-lo sera: £ possfvel obter algo dos dados? 

De fato, qua is sao os dados? Os tres pontos mostrados e a figura 1 3, nada mais. 
Nao utilizamos ainda suficientemente os pontos B e C, temos de obter deles algu- 
ma coisa util. Mas, que podemos fazer com apenas dois pontos? LigMos por uma re- 
ta, Assim, tragamos a figura 14, 


B 



Se superpusermos as figuras 13 e 14, a solugao poderd surgir num lampejo: 
ha dois triangulos retingulos, eles sao congruentes, apareceu um novo e importan- 
tfssimo ponto de intersegao, 

[ 

£ possfvel reformular o problema? £ ainda possfvel reform uti-io de outra ma- 
neira? Estas indagagdes visam a uma adequada VARIACAO DO PROBLEMA. 
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Voite is deftnigoes. Ver DEFINIQOES 

£ possfvei satisfazer a condicionante? A condicionan te 4 sufic fen te para deter- 
miner a fncdgnfta? Ou 4 insuficfente? Ou redundante? Ou contraditdria? 

Estas indagagdes sao muitas vezep uteis no estdgio inicial, quando ainda nao 
precisamos da resposta final, mas apenas de uma resposta provis6ria, de uma estima- 
tiva. Para exemplos, ver segdes 8, 18. 

£ convenient*; prever urn aspecto qualquer do resultado que procuramos. 
Quando temos ideia do que esperar, sabemos melhor em que sentido caminhar. Ora, 
uma importante caracterfstica de um problema 6 o numero de respostas que ele 
admite. Os problemas mais interessantes sfio aqueles que admitem uma s6 solugao: 
somos inclinados a considerar tais problemas como os unicos "razoAveis". 0 nosso 
problema serf, neste sentido, "razoAvel"? Se pudermos responder a esta pergunta. 
mesmo que seja por uma estimativa plausfvel, o nosso interesse pelo problema au- 
mentarA e assim poderemos trabalhA-lo melhor. 

Nosso problema serA "razoAvel"? Esta pergunta serA util num estAgio inicial, 
caso possamos responde-la com facilidade. Se for dif fell obter a resposta, o trabalho 
que tivermos para obte-la poderi n£o ser compensado pelo aumento do interesse. 
O mesmo A verdade quanto A indagagSo. £ possfvei satisfazer a condicionante? e As 
indagagoes correlatas da nossa lista. Devemos faze-las porque a resposta pode ser 
ffcil e plausfvel, mas nSo insistir nelas quando a resposta parecer diffcil ou obscura. 

As indagagoes correspondentes no caso de "problemas de demonstragao" 
sSo: £ possfve i que a proposigao seja verdadeira? Ou 4 mais provivel que eia seja 
fafsa? A maneira de apresentar mostra claramente que delas se espera uma estimativa, 
uma resposta provisdria plausfvel. 

£ possfve! utilizar o resultado? Encontrar a solugao de um problema constitui 
uma descoberta. Se o problema n§b for diffcil, a descoberta nao ser4 memor£vel, mas 
nao tieixar4 de ser uma descoberta. Ao fazermos uma descoberta, por mais modesta 
que seja, nSo devemos deixar de investigar se nJo havers mais afguma coisa por detrSs 
deia, nao devemos perder as possibilidades oferecidas pelo novo resultado, devemos 
tentar utilizer de novo o procedi men to adotado. Explore o seu sucesso! £ possfvei 
utffizar o resultado, ou o m4todo f em afgum outro problema? 

1 . Podemos f aci Imente i magi nar novos problemas se estl vermos fami- 
liar izados com os principals meios de variagao do problema, tais como GENERAliza- 
?AO, PARTICULAR IZAQAO, ANALOGIA, DECOMPOSING E RECOMPOSING. Partimos 
de um problema proposto, dele derivamos outros pelos meios que acabam de ser 
mencionados, dos problemas assim obtidos derivamos ainda outros e assim por 
diante. Em teoria, o processo 4 indefinido mas, na prStica, raramente 4 possfvei 

levd-lo muito longe, pois os problemas que assim obtemos tendem a ser inacessfveis 
>4 


Por outro lado, podemos preparar novos problemas que possam ser facilmente 
resolvidos com o auxflio da solugao de um problema anteriormente resolvido, mas 
tais novos problemas fdceis tendem a ser desinteressantes. 

N5o 4 fdcil encontrar problemas que sejam, ao mesmo tempo, interessantes e 
acessfveis. Para isso, precisamos de experi&ncia, discernimento e sorte. No entanto, 
nao devemos deixar de procurar outros bons problemas quando conseguimos resolver 
um deles. Bons problemas e cogumelos de certas esp4cies tem alguma coisa em co- 
mum: eles medram em grupos. Encontrando um, oltie em torno, pois h4 boas proba- 
biiidades de que muito perto encontram-se outros. 

2, Vamos ilustrar alguns pontos acima tratados com o auxflio do mesmo 
exemplo exposto nas segoes 8, 10, 12, 14, 15. Assim, principiaremos com o seguin- 
te problema: 

Dada as tres dimensoes (comprimento, largura e altura) de um paralelepfpedo 
retSngulo, calcular a diagonal. 

Se conhecermos a solugao deste problema, poderemos facilmente resolver qual- 
quer um dos problemas seguintes (dos quais os dois prime iros ficaram quase enun- 
ciados na segio 14). 

Dadas as tres dimensoes de um paralelepfpedo ret&ngulo, calcular o raio da es- 
fera circunscrita. 

A base de uma pirdmide 4 um retSngulo cujo centro 4 o p4 da altura da pir£mi- 
de. Dados a altura de uma pir&mide e os lados da sua base, calcular as arestas laterals. 

Dadas as coordenadas retangulares [x Xt y Xr z x ) f (x a , y 2t z 2 ) de dois pontos 
no espago, calcular a distancia entre eles. 

Resolvemos facilmente estes problemas porque eles pouco diferem do proble- 
ma original, cuja solugao conbecemos. Em cada caso, acrescentamos alguma nogSo 
nova ao nosso problema original, como sejam, esfera circunscrita, pirdmide, coorde- 
nadas retangulares. Tais nogoes sao facilmente acrescentadas e facilmente eliminadas, 
de modo que, ao nos livrarmos delas, cairemos de volta ao nosso problema original. 

Os problemas acima apresentam certo interesse porque as nogoes introduzldas 
no problema original sao Interessantes. O ultimo problema, aquele da distancia entre 
dois pontos dados por suas coordenadas retangulares, 4 ainda mais importante por 
causa da import£ncia que tem as coordenadas retangulares. 

3. Eis aqui outro problema que pode ser facilmente resolvido se conbecemos 
a solugao do nosso problema original: dados o comprimento, a largura e a diagonal de 
um paralelepfpedo retangulo, calcular a sua altura. 

De fato, a solugao do nosso problema original consiste em estabelecer a relagao 
entre quatro grandezas: as tr£s dimensoes do paralelepfpedo e a sua diagonal. Sendo 
dadas tres quaisquer dessas quatro grandezas, poderemos calcular a quarta a parti r da 
relag£o entre elas. Teremos, assim, resolvido o novo problema. 
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Temos aqui um model o para obter problemas de resolugSo fdcil a partir de pro- 
blemas que j5 ten ham os resolvido: consideramos a inc6gnita do original como o dado 
e um dos dados originals como a incognita. A relagtfo que liga a incbgnita aos dados 6 
a mesma em am bos os problemas, o velho e o novo. Uma vez achada esta relagao 
num f podemos utiliz£-Ja tamtam no outro. 

Este modelo de derivagao de novos problemas, pela troca de pap£i$, 6 muito 
d if e rente do modelo seguido no item 2. 

4. Derivemos agora alguns novos problemas por outros meios: 

Uma generatizagao natural do nosso problema conslste no seguinte: Calcular 
a diagonal de um paralelepfpedo, sendo dadas as tr$s arestas que partem de uma 
extremidade da diagonal e os tr&$ Sngulos formados por essas arestas. 

Por particufarizagao, chegamos ao seguinte problema: Calcular a diagonal de 
um cubo de aresta dada. 

Podemos ser levados por anatogia a uma inexaurlvei variedade de problemas. 
Eis aqui uns poucos, derivados daqueles tratados no item 2: Calcular a diagonal de 
um octaedro regular de aresta dada; calcular o raio da esfera circunscrita a um te- 
traedro regular de aresta dada; dadas as coordenadas geogrdficas {latitude e longitude) 
de dois pontos da superffcie da Terra (que consideramos uma esfera), calcular a sua 
dist£ncia esfgrica. 

Todos estes problemas sao interessantes, mas somente aquele obtldo por par- 
ticularizagao pode ser imediatamente resolvido com base na solugao do problema 
original. 

5. Podemos obter novos problemas a partir do problema proposto, se consi- 
derarmos alguns dos seus elementos como varifreis. 

Um caso especial do problema mencionado no item 2 6 calcular o raio de uma 
esfera circunscrita a um cubo cuja aresta e dada. Consideremos como fixos o cubo e o 
centro comum ao cubo e d esfera, mas fagamos variar o raio da esfera. Se este for 
pequeno, a esfera f icari contida no cubo. A medida que o raio cresce, a esfera se ex- 
panda (como um ba1£o de borracha que se estd enchendo). Num certo memento, a 
esfera toca as faces do cubo; um pouco depois, as suas arestas; mais tarde, a esfera 
passa pelos vertices. Quais os valores que o raio assume nestes tr6$ momentos 
crfticos? 

6. A experiencia matemdtica do estudante estard incompleta se ele nunca 
tiver uma oportunidade de resolver um problema inventado por eh propria . O pro- 
fessor pode mostrar a derivagao de novos problemas a partir de um outro que acaba 
de ser resolvido e, assim fazendo, despertar a curiosidade de seus alunos. 0 professor 
pode, tambgm, deixar alguma parte da invengao aos alunos. Por exemplo, ele pode 
descrever o caso rec^m- mencionado (item 5) da esfera que se expande e indagar: 
J '0 que tentaria calcular? Que valor do raio apresenta interesse particular? 


£ possfvei verificar o resultado? £ passive! verificar o argumento? Uma boa 
resposta a estas indagagoes reforga a nossa conflanga na solugSo e contribui para a 
soirdaz Jos nossos conhecimentos. 

1. Os resultados numgricos de problemas matemdticos podem ser verificados 
pela comparagao com numeros observados ou por estimativa judiciosa de numeros 
observdveis. Como os problemas que surgem de necessidades prdticas, ou da curiosi- 
dade natural, quase sempre objetivam fatos, seria de esperar que tais comparagoes 
com fatos observfiveis raramente fossem omitidas. No entanto, como sabem todos os 
professores, os estudantes conseguem coisas inerfveis a este respeito. Alguns deles ndo 
fleam, de modo algum, desconcertados quando encontram 4,839 metros para o com- 
primento de um navio e 8 anos e 2 meses para a idade do seu comandante, do qual se 
sabe, a propbsito, que jd 6 avo. Este desprezo pelo bbvio nSo revela, necessariamente, 
imbecilidade e sim indiferenga para com problemas artificials. 

2. Os problemas "literals" sao susceptfveis de verificagoes mais variadas e 
mais interessantes (ver seg£o 14). Como outro exemplo, consideremos um tronco de 
pirSmide de base quadrada. Se o lado da base inferior for a, o lado superior b 
e a altura do tronco h t encontraremos o volume 

a 2 + ab + b 2 

— — — — h, 

3 

Podemos verificar esta formula por PARTICULARIZACAO. De fato, se a = b, o 
tronco reduzir-se-£ a um prisma e a fbrmula passarda a 2 h* Se b = 0, o tronco torna- 
se uma piramide e a fbrmula serfi a 2 h , Podemos apticar af oTESTE DIMENSIONAL. 

~ 3 ~ 

Com efeito, a expressao tem por dimensao o cubo de um compriinento. Aqui tam- 
bSm podemos verificar a fbrmula pela variagao dos dados. De fato, se qualquer uma 
das quantidades posltivas a, b e h aumentar, o valor da expressed tamMm 
aumentard. 

Testes destes tipos podem ser aplicados nab s6 ao resultado final como a resul- 
tados intermediaries, Eles sao t£o uteis que vale a pena preparar-se para aprovei- 
t£-los (ver variaqAo do PROBLEMA, 4). Para utilizar tais testes, ha vantagens em ge- 
neralizar um "problema num6rico" e transformd-lo num "problema literal" (ver 
generalizacAo, 3). 

3. £ passive! verificar a argumento? Pela verificag£o do argumento, passo a 
passo, evltaremos a mera repetigao. Primeiro, a simples repetig£o torna-se enfadonha 
e cansativa e nao e Instrutiva. Segundo, se errarmos uma provavelmente erraremos 
outras vezes, caso as circunstdncias forem as mesmas. Se sentirmos a necessldade de 
refazer, passo a passo, todo o argumento, deveremos pelo menos alterar a ordem des- 
ses passos, ou agrupd-los, para mtroduzir alguma variagao. 



4. £ menos trabalhoso e mais interessante tomar o ponto mais fraco do argu- 
mento a examind-lo em primeiro lugar. Uma rndagagfc mufto util para a escolha da- 
queues pontos cujo exame valha a pena 6: UT1LIZ0U TODDS os DADOS? 

5. EstS claro que o conhecimento nSb-matemdtico nao se pode basear intei- 
ramente em demonstragdes for mais, A parte mais sdiida do nosso conhecimento 
corrente 6 continuamente testada e reforgada pela nossa experience cotidiana. Os 
testes de observagao sao realizados com maior si sterna tizagao nas ci&ncias naturals, 
Eles tomam a forma de experigncias e medigoes cuidadosas e sao combinados com o 
raciocfnio matemdtico nas ciSncias ffsicas. 0 nosso conhecimento matemdtico pode- 
rS basear-se exclusivamente em demonstragoes formais? 

Esta 6 uma questao filosdfica, que n£o podemos debater aqui. £ certo queo meu 
conhecimento matem&ico, o seu ou o dos alunos nao se ap6ia apenas em demonstra- 
g6es formais. Se houver algum conhecimento sdlido, ele terd uma ampla base experi* 
mental, que se amplia a cad a problema cujo resultado for verificado com sucesso. 

Eis um problema correlato que j£ foi antes resolvido. Esta £ uma boa notfcia: 
um problema cuja solugao se conheoe e que £ relacionado com o nosso presente pro- 
blema torna-se certamente bem-vindo. Ele o se r£ ainda mais, se a relagao for Tntima 
e a solugSo for simples. H6 boas probabilidades de que taf problema seja util na reso- 
lugao do nosso. 

A situapao que aqui ap resen tamos 6 tfpica e importante. Para percebe-la com 
claraza, comparemo-ia com a em que nos encontramos quando trabalhamos com um 
problema auxiliar. Em ambos os casos, o nosso objetivo 6 resolver um certo problema 
A e introduzirmos e examinarmos um outro problema B na esperanga de que po- 
deremos obter alguma vantagem, para a resolugao do problema proposto A , do 
exame do problema ft, A diferenga estfna nossa relagao para com ft. Aqui, conse- 
guimos nos lembrar de um velho problema ft, cuja solugfc conhecemos, mas n So 
sabemos ainda como utilizd-la, Ld, conseguimos inventar um novo problema ft, que 
sabemos utilizar (ou, pelo menos, disso temos fortes suspeitas), mas nao sabemos 
ainda como resofv£-lo. A diferenga entre as duas situagoes e$t£ na nossa dificuldade 
em relagao a ft. Superada esta dificuldade, poderemos utilizar ft da mesma ma- 
neira em ambos os casos; poderemos utilizar o resultado ou o mgtodo (como se expli- 
ca em problema auxiliar, 3) e, se tivermos sortie, poderemos utilizar tanto o 
resultado quanto o m£todo. Na situagao aqui considerada, conhecemos bem a solu* 
g8o de B mas nSo sabemos ainda como utiiiz£~la. Portanto, indagamos: £ possfvef 
utilizar o seu resultado? £ possfvef utilizar o seu m£todo? 

A intengSo de utilizar um problema jd antes resolvido influencia a nossa con- 
oepgao do presente problema. Na tentative de relacionar os dois problemas, o velho e 
o novo, introduzimos no novo, elementos que correspondam a certos importantes 
elementos do velho. Seja o nosso problema, determinar a esfera circunscrita a um da- 


do tetraedro. Trata-se de um problema de Geometria Espacial. Podemos nos lembrar 
de que j£ resolvemos anteriormente o problema andlogo de Geometria Plana que con- 
siste em tragar um cfrculo circunscrito a um dado triSngulo. Lembramo-nos, entifo, 
de que, no velho problema de Geometria Plana, havfamos utilizado perpendiculares, 
bissetrizes dos lados do triangulo. £ razoAvel tentar a introdugao de algo semelhante 
no presente problema. Isto poderd nos levar a introduzir, como elementos auxiliares 
correspondentes, pianos perpendiculares bissetores das arestas do tetraedro. Esta 
id£ia nos facilitarS a resolugao do problema de Geometria Espacial pela resolugSo 
anjloga do problema de Geometria Plana. 

O exemplo citado e tfpico, A consideragao de um problema anteriormente re- 
solvido nos leva £ introdugao de elementos auxiliares adequados, os quais nos permi- 
tem utilizar, com toda a vantagem, o problema auxiliar na resolugato do nosso pre- 
sente problema. Procuramos este efeito quando, pensando na possfvel utilizag§b de 
um problema correlato jd antes resolvido, indagamos: Deire-se introduzir algum ele - 
men to auxiliar para possibifitar a sua utiitza^ao? 

Eis um teorema correlato que ji foi antes demonstrado, Esta versSo da obser- 
vagSo aqui tratada esta exemplificada na segao 19. 


Elementos auxiliares. A nossa concepgao do problema £ mais ampla no fim do 
trabalho do que no princfpio (PROGRESSOE CONSECugAo, 1). A medida que pro- 
gride o trabalho, acrescentamos novos elementos dqueles originalmente considerados. 
Um elememo que introduzimos na esperanga de que ele venha a facilitar a resolugao 
6 chamado de ehmento auxiliar. 

1 . H£ elementos auxiliares de vdrios tipos, Ao resolvermos um problema geo- 
m£trico, podemos acrescentar novas linhas & figura, linhas auxiliares. Ao resolvermos 
um problema alg£brico, podemos adotar uma incdgnita auxiliar (problema auxi- 
liar, 1). Teorema auxiliar £ aquele cuja demonstragao empreendemos na esperanga 
de facilitar a resolugao do nosso p oblema original. 

2. H£ diversos motives para a introdugao de elementos auxiliares. Ficamos 
satisfeitos quando conseguimos relembrar um probfema correlato que foi antes 
resolvido, £ prov£vel que possamos utilizar um tal problema, mas ainda nao sabemos 
como- Por exemplo, o que estamos tentando resolver £ um problema geom£trico e 
o problema correlato, que jd foi antes por nos resolvido, e que agora conseguimos 
relembrar, refere-se a triangulos, No entanto, nao aparece nenhum trilngulo na nossa 
figura; para fazermos qualquer uso do problema relembrado teremos de ter um tri- 
angulo; por conseguinte, precisamos introduzir um, acrescentando linhas auxiliares 
adequadas £ figura. De modo geral, tendo recordado um problema anteriormente re- 
solvido e desejando utilizS-lo no problema atual, precisamos muitas vezes Indagar: 
Devemos introduzir um eiemento auxiliar a fim de possibifitar sua utiiizagao? (O 
exemplo da segao 10 £ tfpicoi. 



Voftando is definigdes, teremos uma outra oportunidade de introduzir ele- 
mentos aux ilia res, Por exemplo, para explicar a definipdo do cfrculo devemos ndo 
s6 mencionar o centre e o raio, como tambdm introduzir estes elementos geomdtri- 
cos na figura. Sem isto, nSo poderemos fazer qualquer uso concrete da definipao. 
Nao basta o enunciado da definigao, € preciso desenhar as coisas definidas. 

As tentativas de utilizar resuitados conhecidos e a volta £s defines estfo 
entre os melhores motives para introduzir elementos auxiliares, mas n So sao os uni- 
cos. Podemos acrescentar elementos auxiliares d nossa concepgao do problema a fim 
de tornd-la mais rica, mais sugestiva, mais familiar, muito embora mai saibamos co- 
mo utilizar os elementos introduzidos. £ possfvel que pensemos que a concepgao do 
problema dessa forma, com tais e tais elementos acrescentados, seja uma "iddia 
brilhante". 

0 motivo pare a introdugao de um elemento auxiliar poderd ser este ou aqueJe, 
mas precisamos ter um motivo. Nao devemos introduzir injustificadamente qualquer 
elemento auxifiar. 

3. Exemplo . Constru ir um triangulo sendo dados um dngulo, a altura traga- 
da a partir do vdrtice do angulo dado e o perfmetro do triangulo. 

Adotamos uma nota$io adequada . Sejam a o Angulo dado, h a altura dada a 
partir do v^rtice A de or e p o perfmetro dado. Tragamos uma figura na qual si- 
tuamos com facilidade or e h, Uttfizamos todos o$ dados? NSo, a figure nSo indica 
o perfmetro dado p, que deverd ser igual ao perfmetro do tridnguJo. Por conseguin- 
te, teremos de introduzir p. ComofazS-Jo? 

Podemos tentar introduzir p de vdrias maneiras, As tentativas mostradas nas 
figuras 15 e 16 parecem desajeitadas. Se tentarmos esclarecer a nds prbpnos porque 
efas parecem tfib insatisfatbrias, poderemos perceber que Ihes falta simetria. 



A 



Figure 16 

De fato, o tridngulo tem trds lados desconhecidos, a t b e c. Chamamosde a , 
como d habitual, o lado oposto a A Sabemos que 

a + b + c = p. 

Ora, os lados bee desempenham o mesmo papel; eles sao intercambidveis; o nosso 
problema d simdtrico em relagao abac. Mas bee nSo desempenham papdis 
identicos nas figures 9 e 10; ao acrescentarmos p, tratamos bee diferentemente; 
essas figuras estragam a simetria natural do problema com referenda a bee. Deve- 
remos colocar p de tal maneira que ele mantenha a mesma relagdo com b e com c* 
Esta consideragao poderd ser util por sugerir a colocagdo de p como se ve na figure 
17. Acrescentamos ao lado a do tridngulo o segmento CE r de comprimento b, pa- 
re um lado e o segmento BD, de comprimento c f para o outro lado, de modo a 
que p aparega na figura 17 como a I inha ED de comprimento 

b + a + c = p. 



Se jd tivermos experidneia em resolver problema $ de construpao geomdtrica, nao dei- 
xaremos de introduzir na figura, juntamente com ED, as linhas auxiliares AD e 
AE, cada uma das quais d a base de um tridngulo isdsceles. Oe fato, n5o d desproposi* 
tado introduzir, no problema, elementos particularmente simples e famiiiares, como 
o tridngulo isdsceles. 


0 
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Tivemos sorte am acresoentar as Itnhas aux ilia res. Pelo exame da nova figure, 
podemos verificar que < EAD mant£m uma relagao simples com o angulo dado 

at. De fato, utilrzando os triiingulos is6sceles AA8D e A ACE t verificamos que 
a o 

< DAE — — + 90 , Depots desta observap^o, £ natural tentar construir A DAE e 
assim introduzimos urn problema auxiliar que £ muito mais f Acil do que o problems 
original. 

4. Os professores e os autores de livros did£ticos nao devem esquecer que 
estudante inteligente e o LEITOR INTELIGENTE nao se satisfazem em verificar que 
os passos do raciocfnlo est£o corretos, mas desejam tamtam conhecer a motivate e 
a finalidade dos v£rlos passos. A introduce de um elemento auxiliar constitui um 
passo not£vel. Se uma linha auxiliar surgir abruptamente na figure, sem qualquer mo- 
tivagSo, e surpreendentemente resolver o problema, os estudantes e leltores inteli- 
gentes ficarao decepcionados, sentir-se-ao bur I ados. A MatemStica £ interessante na 
medida em que ocupa as nossas faculdades de raciocfnio e de invengao. Mas nada se 
aprender£ sobre raciocfnio ou invengao se a motivagao e a finalidade do passo mais 
not£vel permanecer incompreensfvel. Tornar tais passos compreensi'veis pormeiode 
observagoes apropriadas (como no item 3, acima) ou de indagagoes e sugestoes cuida- 
dosamente escolhidas (como nas segoes 10, 18, 19, 20) exige muito tempo e esforgo, 
mas pode valer a pena. 

Enigmas. Conforme ficou dito na segao 3, as Indagagoes e sugestdes da nossa 
relagao independem do assunto e se aplicam a qualquer tipo de problema. Seria in- 
teressante verificar esta afirmativa aplicando-a enigmas diversos. 

Tomem-se, por exemplo, as palavras 

MEXER NA ROTINA OIRETA. 

0 problema consiste em encontrar um "anagrama", isto e, uma outra palavra forma- 
da por um rearranjo das letras contidas nas palavras dadas. £ interessante observer 
que, para resolver este enigma, diversas das perguntas da nossa lista sao aplic£vei$e, 
mesmo, estimulantes. 

Qua I 4 a inedgnita? Uma palavra. 

Quais sao os dados? As quatro palavras MEXER NA ROTINA DIRETA. 

Qua! 4 a condicionante? A palavra procured a tern dezenove letras, as que for- 
mant as quatro palavras dadas. Trata-se, provavelmente, de uma palavra que nao £ 
muito rara. 

Trace uma figure . £ bem util marcar dezenove espagos em branco 


£ possfvef reformuiar o problema? Temos de encontrar uma palavra formada 
pelas seguintes letras, dispostas de alguma ma naira: 

AAAEEEIIO DMNNRRRTTX. 

Esta £, de fato, uma reformulagSo do problema apresentado, que pode apresentar 
vantagens (ver PROBLEMA AUXILIAR, 6). Ao separarmos as vogais das consoantes 
(isto £ importante, a ordem alfab£tica nao o 6) vislumbramos um novo aspecto do 
problema. Assim, vemos agora que a palavra procureda tem nove sflabas, a menos 
que contenha algum ditongo. 

Se nao puder resolver o problems proposto, procure primeiro resolver algum 
problema correlate . Um problema correlate seria formar palavras usando apenas al- 
gumas das letras dadas. £ certamente possfvel formar assim palavras curtas. Em 
seguida, tentarfamos palavras cada vez mais compridas. Quanto mais letra usarmos, 
mais nos aproximaremos da palavra procureda. 

£ possfvef resolver parte do problema? A palavra procureda £ tao comprida que 
ela deve center partes distintas. Provavelmente se trata de uma palavra composta ou 
derivada de uma outra pelo acr£scimo de um sufixo corrente. Qual poder£ ser esse 
sufixo corrente? 

MENTE. 

Mantenha apenas uma parte da condicionante e deixe a outra de fade . Podemos 
pensar numa palavra longa que contenha at£ nove sflabas e reiativamente poucas con- 
soantes, uma das quais £ a letra X, 

As indagagdes e sugestoes da nossa lista nao podem fazer milagres. Elas nao nos 
podem fornecer solugoes para todos os enigmas possfveis sem que haja algum esfor- 
go de nossa parte. Se o leitor desejar encontrar a palavra, ele que continue a tentar e 
a pensar nela. 0 que as indagag5es e sugestoes podem fazer £ "manter a bola em 
jogo" Quando, desanimados pelo insucesso, ficamos inclinados a abandonar o pro- 
blema, elas poderao indicar uma nova tentativa, um novo aspecto, uma nova variante 
do problema, um novo estfmulo:elas poderao nos manter a pensar. 

Por outro exemplo semelhante, ver DECOMPOSlpAo E RECOMPOSICAO, 8. 

Equactenamento £ como tradugao de uma Lingua para outra (ver nqtaqAo, 
1), Esta comparagfc, usada por Newton na sua Arithmetica Universalis , pode con- 
tribuir para esclarecer a natureza de certas dificuldades muitas vezes encontradas, 
tanto por estudantes como por professores. 

1, Equacionar significa expressar por sfmbolos matem£ticos uma condicio-^ 
nante que est£ formulada por palavras; £ a tradugao da linguagem corrente pata a lin- 
guagem das f6rmulas matem£tica$, As dificuldades que podem surgir no equaciona- 
mento $So dificuldades de tradugao. 



Para traduzir Lima frase do ingles para o portugues, duas coisas slo necessdrias. 
Primeiro, precisamos compreender integralmente a frase inglesa. Segundo, precisamos 
estar familiarizados com as formas de expresffo peculiares £ Ifngua Portuguese. A 
situagaoG muito semelhante quando tentamos expressar por meio de sfmbolos mate- 
mdticos uma condicionante proposta em palavras. Primeiro, precisamos compreender 
inlfegralmente a condicionante. Segundo, precisamos estar familiarizados com as for- 
mas de expressao matemjtica. 

Uma frase do ingles serd muito fdcil de traduzir para o portuguSs se ela puder 
ser trasladada palavra por palavra. Mas h5 expressoes idiom5ticas inglesas que nao 
podem ser traduzidas literalmente para o portugues. Se a nossa frase contgm tais 
expressoes, a tradugao torna-se diffcii; temos de prestar menos atengao a cada paia- 
vra e mais ao signiflcado inteiro; antes de traduzir a frase, podemos precisar 
rearrum£-la. 

0 que ocorre no equacionamento 6 muito semelhante. Em casos simples, o 
enunciado verbal divide-se, quase automatrcamente, em partes sucessivas, cada uma 
das quais pode ser escrita em sfmbolos matemdticos. Em casos mais dif feels, a condi- 
cionante cont£m partes que nao podem ser imediatamente traduzidas por sfmbolos 
matemdticos. Quando isto ocorre, precisamos prestar menos atengao ao enunciado 
verbal e concentrarmo-nos em seu significado. Antes de comegarmos, precisamos re- 
formufar a condicionante, levando em conta, ao faze-lo, os recursos de que dispoe 
a notagao matemdtica. 

Em qualquer caso, f£cil ou diffcii, precisamos compreender a condicionante, 
separar as suas virias partes e indagar: Pode anoti-ias por escrito? Nos casos f£ceis, 
conseguimos sem dificuldade dividir a condicionante em partes que podem ser 
escritas em sfmbolos matem&tlcos; nos casos diffeeis, a divisSo adequada da con- 
dicionante torna-se menos 6bvia. 

A explicagao precedents deve ser relida depois do estudo dos exemptos 
seguintes. 

2. Bncontrar dots numeros cuja soma 4 78 e cujo produto 4 1 296. 

Dividimos a pdgina ao meio por uma linha vertical. Num dos lados escrevemos 
o enunciado verbal, dividido em partes apropriadas. No outro, escrevemos signos 
alg6bricos, opostos ds partes correspondentes do enunciado verbal. 0 original fica £ 
esquerda; a tradugao em sfmbolos, d direita. 

Formutapao do probiema 

em linguagem corrente em linguagem alg6brica 

Encontrar dois numeros x t y 

cuja soma seja 78 e x + y = 78 

cujo produto seja 1 296 xy — 1 296 
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Neste caso, o enunciado verbal divide-se, quase automaticamente, em par- 
tes sucessivas, cada uma das quais pode ser imediatamente escrita em sfmbolos 
matemdticos. 

3. Calcular a targura e a aftura de um prisma re to, de base quadrada, sendo 
dados o volume, 63 cm 2 ,e a Area da superffeie, 102 cm 2 . 

Quais $&o as inedgnitas? 0 lado da base, seja x, ea altura do prisma, seja y. 

Quais sSo os dados? O volume, 63, e a drea, 102. 

Quaf 4 a condicionante? 0 prisma cuja base 6 um quadrado de lado x e cuja 
altura£ y deve terovolume63eadrea 102. 

Separe as diversas partes da condicionante. Hd duas partes; uma relative ao vo- 
lume; outra, h 5rea. 

Nao que hesltar em divldlr toda a condicionante exatamente nestas duas 
partes, mas nao podemos escrever tais partes "imediatamente". Precisamos saber 
como calcular o volume e as v£rias partes da £rea. No entanto, se o nosso conheci- 
mento de Geometria chegar at6 af, podemos facilmente reformular ambas as partes 
da condicionante, de modo a tornar vidvel a sua tradugao em equagoes. Escrevemos 
ao lado esquerdo da pdglna um enunciado do probiema, essencialmente rearrumado 
e ampliado, pronto para ser traduzido em linguagem algtbrica. 


De um prisma reto de 
base quadrada, 
calcular o fado da base 

X 

e a altura. 

y 

Primeiro. £ dado o volume. 

63 

A drea da base, que 4 um 
quadrado de lado x r 

x 2 

e a altura 

y 

determinam o volume , 
que 6 o seu produto. 

x 2 K = 63 

Segundo. £ dada 
a drea da superffeie. 

102 

A superffeie consiste em 
dois quadradosde lado x 

2x 2 

e quatro retdngulos, cada um 
de base x e altura y. 

4 xy 

cuja soma 4 a respectiva area. 

2x 2 + 4 xy = 


4. Dadas a equa^ao de uma reta e as coordenadas de um ponto , determinar 
um outro ponto que seja sim4trico ao ponto dado em reiagao a reta dada. 

Trata-se de um probiema de Geometria Analftica plana. 
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Qua/ 4 a incdgnita? Um panto, sejam p f q, suas coordenadas. 

Quais sao os dados? A equagSo de uma reta r seja / = mx + n t e um ponto, 
sejam a, b as suas coordenadas. 

Qua! 4 a condicionante? Ospontos (a, b) e (p, g> s§o sim£tricosem relagao 

& reta y = mx + n. 

* 

Chegamos agora a dificuldade essential, que £ dividir a condicionante em par- 
tes que possam, todas elas r ser expressas na linguagem da Geometria Analftica. A 
natureza desta dificuldade deve ser bem compreendida. A decomposigSo da condi- 
cionante em partes pode ser logicamente aceitfrel e, no entente, inutil, 0 que pre- 
cisamos aqui £ de uma decomposigfo em partes que possam ser expressas analitica- 
mente* Para encontrar uma tal decompo$ig§o, precisamos voitar d definite de sime- 
tria, mas sem perder de vista os recursos da Geometria Analftica. Que quer dizer 
simetria em relagffo a uma reta? Quais as relates geom£trica$ que podemos expres- 
sar simplesmente pela Geometria Analftica? Concentramo-nos na primeira pergunta, 
mas nSo devemos esquecer a segunda. Deste modo, poderemos chegar, finalmente, a 
decomposipSo que passamos a enunciar. 


0 ponto dado 
e o ponto pedido 

estao de tal modo relacionados que, 
primeiro, a I inha que os tiga 
£ perpendicular & linha dada e, 

segundo, o ponto m£dio da linha 
que os liga est£ sobre a reta dada. 


i*, b) 
ip, <?) 


q - b __ 1 

P - a 


b + q _ a + b 
2 ~ m 2 


+ n 


Examine a sua suposigao. A sua suposigao pode estar correta, por£m, por mais 
forte que ela seja, seria tolice aceit£-La como uma verdade comprovada, como o fazem 
os primitivos. Ela pode estar errada. Mas seria outra tolice desprezar inteiramente 
uma viva suposigao — como os pedantes as vezes fazem. HS certas suposigftes que 
merecem ser examinadas e levadas a s£rio: aquelas que nos ocorrem depois de real- 
mente compreendido e atentamente examinado um problems no quai estamos sin- 
certamente interessados. Estas, em geral, con tem pelo menos um fragmento da 
verdade, embora, e evidente, muito raramente revelem tod a a verdade. No entanto, 
h6 possibilidades de extrair toda a verdade se examinarmos adequadamente uma 
tal conjecture 

Muitas suposigSes revelarmse erradas e, nao obstante, foram uteis para con- 
duzir a uma outra melhor. 

Nenhuma id£ia £ inteiramente m£, a menos que nSo se tenha espfrito crftico. 
0 que £ realmente mau £ nao ter nenhuma id£ia. 
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1. 0 que nab se deve fazer Eis uma estdria erfttea a respeito de um certo 
sr, Silva, que trabalha para uma determinada companhia. Ele contava com um pe- 
queno aumento de sal£r$o, mas a sua esperanga, como tantas vezes ocorre com as 
esperangas, nao se concretizou. Os $al£rio$ de alguns de seus colegas foram au* 
mentados, mas nSo o seu. 0 sr. Silva nao pode aceitar isso caimamente e comegou 
a se preocupar, at£ que, finalmente, suspeitou de que o Diretor Sousa era o respon- 
sive! por nao ter ele sido aumentado. 

Nao podemos censurar o sr. Silva por conceber uma tal suspeita, pois alguns 
indfcios apontavam para o Diretor Sousa. O erro real estava em que, depois de ter 
a suspeita, o sr. Silva ficou como que cego para todos os outros indfcios que aponta* 
vam para uma diregSo diferente. Na sua preocupagao, ele passou a acreditar firme- 
mente que o Diretor Sousa era seu inimigo pessoal e quase conseguiu tornd-lo seu 
inimigo real. 

0 problema com o sr. Silva £ que ele se comporta como a maioria das pessoas. 
Ele nunca muda as suas opinides maiores. Muda com frequencia e repetidamente as 
suas opinides menores, mas nunca duvida de suas opinides, maiores ou menores, 
enquanto as mantiver. Ele nunca duvida delas, nem as questiona, nem as examina 
com espfrito crftico — ele odiaria particularmente o exame crftico, se compreendes* 
se o que isto quer dizer. 

Admitamos que, at£ certo ponto, o sr, Silva esteja oerto. Ele £ um homem 
ocupado, que tern seus afazeres no escritbrio e em casa. Portanto, dispoe de pouco 
tempo para duvidar ou examinar. 0 melhor que ele poderia fazer seria examinar 
apenas umas poucas de suas convicgoes, mas por que duvidar de uma delas, se ele 
n3o tem tempo para examinar essa duvida? 

Seja como for, nao faga como o sr. Silva. Nab permita que a sua suspeita, ou 
suposigao, ou conjectura cresga ate se tornar inerradicSvel. De qualquer maneira, 
em questoes teoricas, as melhores id£ias sao prejudicadas pela aceitagao sem crftica 
e melhoram com o exame crftico. 

2. Um exempto matemdtico. De todos os quadril£teros de um dado peri'- 
metro, qual aquele que tem a maior £rea? 

Qua/ 4 a incognita? Um quadril£tero. 

Quais sao os dados? £ dado o per f metro do quadril£tero. 

Qua t 4 a condicionante? A £rea do quadrildtero procurado dever£ ser maior 
do que a de qualquer outro quadrildtero que tenha o mesmo peri metro. 

Este problema £ muito diferente daqueles que aparecem habitualmente na 
Geometria elementar e, portanto, £ muito natural que comecemos a conjecturar. 

Qual o quadril£tero que apresenta mais probabiiidades de ser o de maior £rea? 
Qual seria a suposigao mais simples? £ possfvel que j£ tenhamos ouvido que, de 
todas as figuras de mesmo perfmetro, de maior £rea £ o cfrculo e podemos mes- 



mo suspeitar de alguma razao para esta afirmativa. Ora, qual £ o quadrilatero que 
mais se assemelha ao cfrculo? Qual aquele que mais se assemelha a este em simetria? 

O quad rad o £ uma suposigao bem 6bvia. Se tomamos a serio esta suposigffo, 
precisamos compreender o que ela signified, Devemos ter a coragem de enuncia-la: 
''De tod os os quadril&teros de um dado perfmetro, o quadrado £ aquele que tem a 
maior £rea". Se nos decidimos a examinar esta afirmativa, a situagao muda de fi- 
gura. Tfnhamos orfginalmente um "problema de determinagSo" Depois de formu- 
lar a nossa suposigao, passamos a ter um "problema de demonstragSb" Cabe-nos 
agora demonstrar ou refutar o teorema formulado. 

Se nao conhecermos nenhum problema semelhante a este e que j£ tenha srdo 
antes resolvido, poderemos encontrar serias dificuldades na nossa tarefa. Se nab pu- 
der resolver o problema proposto, procure antes resolver um problema correlate, 
£ possivel resolver uma parte do problema? Pode-nos ocorrer que, se o quadrado £ 
privilegiado entre os quadril£teros, ele dever£ tamb£m, por isto mesmo, ser privi- 
I eg i ado entre os retdngulos. Uma parte do nosso problema poderia ser resolvida se 
pud£ssemo$ demonstrar o seguinte enunciado: "De todos os retangulos de um dado 
perfmetro, o quadrado £ aquele que tem a maior £rea”. 

Este problema pareoe mais acessfvel que o anterior; ele £, evidentemente, 
mais fraco. De quaiquer modo, devemos compreender o seu significado; devemos 
ter a coragem de reformul£-lo com maiores detalhes. Podemos reformuUMo em lin- 
guagem alg£brica. 

A 3rea de um retangulo cujos lados adjacentes s£o a e b £ ab. Oseu peri- 
metro £ 2a + 2b , 

O lado do quadrado que tem o mesmo per/metro que o retangulo menciona- 

+ w Ele deve ser maior do que a £rea do retangulo e, portanto, teremos 
2 / 

| 2 > ab. 

Ser£ isto verdadeiro? A mesma afirmativa pode ser expressa sob a forma equivalente 

a 1 + 2 ab + b 1 > 4 ab. 

isto, por£m, £ verdadeiro, pois equivale a 

a 2 - 2 ab + b 2 >0, 

ou seja, 


/a + b 
2 
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( a - b) 2 > 0 


o esta desigualdade sera certamente v£lida, a me nos que a = b r isto £, que o re tan 
gulo em questao seja um quadrado. 

Nao resolvemos ainda o nosso problema, mas fizemos algum progresso sim- 
plesmente por termos enfrentado firmemente a nossa suposigao, que era bem obvia. 

3. Um exempfo nSo-matematico, Num certo jogo de palavras cruzadas, 
precisamos procurar uma palavra de sete letras, cuja chave £: "Num sentido ou 
noutro, £ existir de novo" 

Qual € a incognita? Uma palavra. 

QuaissSo os dados? £ dado o tamanho da palavra: sete letras. 

Qual e a condicionante? Est£ enunciada na chave. Tem algo a ver com existir, 
mas tudo est£ ainda muito nebuloso. 

Temos, assim, de reexaminar a chave. Ao fazermos isso. a ultima oarte pode 
atrair a nossa atengSo: . . de novo". £ possivel resolver uma parte do problema ? 

Est£ a( uma chance de presumir o imcio da palavra. Como e destacada a id£ia de 
repetigSb, possivelmente ela comegaria por "re". Esta £ uma suposigao bem 6bvia. 
Se estivermos tentados a acreditar nela, deveremos perceber o que significa. A pala- 
vra procurada apareceria assim: 

RE 

£ possivel verificar o resultado? Se uma outra palavra do jogo cruzar com a 
palavra em consideragao na primeira letra, teremos um R para comegar esta outra 
palavra. Pode ser uma boa ideia passar para essa outra palavra e verificar o /?. Se 
conseguirmos confirmar que R satisfaz, ou pelo menos nada tivermos contra, vol~ 
taremos a nossa palavra original. Perguntamos outra vez: Qua! e a condicionante ? 
Ao reexam inarmos a chave, a sua primeira parte poder£ despertar a nossa ateng£b: 
"Num sentido ou noutro..." Significaria isto que a palavra pode ser lida nao so da 
f rente para tr£s como de tr£s para diante? Esta £ uma suposigao menos 6bvia (no 
entanto, h£ destes casos, ver DECOMPOSIQAo e recombinacAo, 8). 

De quaiquer modo, enfrentemos a nossa suposigao, percebamos o que significa. 
A palavra apareceria assim: 

RE ER. 

Al£m disso, a terceira letra dever£ ser a mesma que a quinta. £ muito prov£vel que 
ela seja uma consoante e que a quarta letra, a do meio, seja uma vogal. 

0 lei tor poder£ agora encontrar a palavra por si prdprlo. Se nada mais Ihefor 
de auxflio, ele poder£ ensaiar todas as vogais, uma por uma, para a letra do meio. 

i 

ExecugSo do piano. Conceber um piano e execut£-lo sao duas coisas distintas. 
Num certo sentido, isto £ tambem verdadeiro no que se refere a problemas matem£- 



ticos: entre conceber o piano da resolugao e executd-lo, h$ certas dtferengas no carfi- 
ter das atividades respectivas. 

1. No preparo de um argumento final e rigoroso r podemos usar argumentos 
provisbrios e apenas plausfveis, da mesma maneira que se usam formas para supor- 
tar uma estrutura durante a construgao. Quando, por6m, os trabalhos estiverem su- 
ficientemente adiantados, retiram-se as formas e a estrutura dever£ ser capaz de sus* 
tentar'Se por si prdpria. Da mesma maneira, quando o processo de resolugao estiver 
suficientemente adiantado, abandonamos os argumentos provis6rros e apenas plausf- 
veis e o results do dever& ficar apoiado somente pelo argumento rigoroso. 

Na concepgao do piano de resolugao, nSo devemos temer muito o raciocmio 
heurfstico, que 6 apenas plausfvel. Tudo estar£ certo, desde que nos conduza & id&la 
certa, Mas precisamos mudar este ponto de vista quando iniciamos a execugao do 
piano e, a f, somente devemos aceitar os argumentos conclusivos e rigorosos. A/a 
execu^ao do seu piano de resoiucao, verifique cada passo, £ posstvef ver com cfareza 
se o passo 4 certo? 

Quanto mais cuidadosamente verificarmos nossos passos na execugao do piano, 
tan to mais livremente poderemos utilizar o raclodnio heurfstico na sua concepgao. 

2. Devemos conceder alguma atengao £ ordem de preparag^o dos detalhes do 
nosso piano, particularmente se o problema for complexo. Nao devemos omitir 
nenhum detalhe, mas sim perceber a relagao que M entre os detalhes que nos surgem 
e o problema como um todo; nao devemos perder de vista a conexSo entre os passos 
principals. Por conseguinte, devemos prosseguir de acordo com uma ordem 
aproprrada. 

Em particular, nao seria razodvel verificar detalhes menores antes de termos 
boas razdes para crer na corregao dos passos principals do argumento, De qualquer 
maneira, se houver uma ruptura da linha principal do argumento, a verificagao deste 
ou deque te pormenor secunddrio $er£ inutil. 

A ordem de preparagao dos detalhes do argumento pode ser muito diferente 
da ordem da sua invengao e a ordem da sua apresentap^o defimtiva pode ser ainda 
diferente das duas. Os Etementos de Euclides apresentam os detalhes do argumento 
segundo uma ordem sistemdtica e rigida, que temsido muito imitada e muito criticada. 

3. Na exposigao euclidiana, todos os argumentos caminham num mesmo 
sentido: dos dados para a incognita, nos "problemas de determinate", e da hipdtese 
para a conclusao, nos "problemas de demonstrag£o". Qualquer novo elemento, pon- 
to, linha etc. tem de ser corretamente deduzldo a partir dos dados ou dos passos 
anteriores, Qualquer nova afirmativa tem de ser corretamente demonstrada a partir 
da hipdtese ou de passos anteriores. Cada novo elemento, cada nova afirmativa, deve 
ser examinado logo que aparecer e, portanto, tem de ser examinado uma finica vez. 
Podemos assim concentrar toda a atengao no presente passo, sem necessidade de 
olhar para trds nem para diante. 0 ultimo elemento novo que temos de verificar 6 a 
inc6gnita, A ultima afirmativa cuja demonstragao temos de verificar 4 a concEus^o. 


Se todos os passos estiverem corretos, inclusive o ultimo, todo o argumento tamb£m 
o estar£. 

A maneira euclidiana de expor pode ser muito recomenddvel, sem restrigoes, 
se a finalidade for o exame detalhado do argumento. Em particular, se o argumento 
for nosso, se ele for longo e complicado e se o tivermos nao s6 encontrado mas tarn* 
b6m analisado de modo geral, de tal maneira que nada resfe a nao ser o exame de 
cada um dos pontos particulars, entao nada se rS melhor do que apresentar o, argu- 
mento todo segundo a maneira euclidiana. 

A exposigao euclidiana nao pode, porgm, ser recomendada sem reservas se a fi- 
nalidade for apresentar um argumento a um leitor, ou ouvinte, que nunca haja ou- 
vido falar dele. Ela £ excelente para mostrar cada ponto particular, mas j£ nao ser& 
t§o apropriada para reveler a linha principal do argumento. 0 LEITOR INTELIGENTE 
pode facilmente ver que todos os passos estao corretos, mas terfi grande dificuldade 
em perceber a origem, o objetivo, a conexao do argumento inteiro. A razao desta 
dificuldade estd em que a ordem seguida na exposigao euclidiana muitas vezes £ exa- 
tamente a inversa da ordem natural da invengSo. A exposig&o euclidiana obedece 
rigorosamente £ ordem da "smtese" (ver PAPPUS, especialmente os coment^rios dos 
itens 3, 4, 5). 

4, Em suma, a maneira euclidiana de exposigSd, avangando inexoravel- 
mente dos dados para a incognita, ou da hipdtese para a conclusao, £ perfeita para 
verificar detalhada mente o argumento, mas e$t£ tonge da perfeigSo quando se trata 
de tornar compreensfvel a linha principal desse argumento. 

£ muito de desejar que os estudantes examinem os seus prdprios argumentos 
£ maneira euclidiana, partindo dos dados para a incognita e verificando cada passo, 
embora nada disso Ihes deva ser exigido com muito rigor. N5o £ desejdvel que o pro- 
fessor apresente muitas demonstragoes de maneira puramente euclidiana, embora 
esta possa vir a ser muito QtU ap6s uma discussao, na qual, como se recomenda no 
presente livro, os alunos, sob a orientagao do professor, descubram, tanto quanto 
possfvel por si prdprios, a id£ia principal da reso1ug§o. Tamb£m parece bom o modo 
adotado em certos livros did&ticos, nos quais primeiro £ apresentado um bosquejo 
da id£ia geral, seguido dos detalhes ex post os na ordem euclidiana. 

5. Desejando convencer-se da sua proposigao, o matem£tico procura ve-la 
intuit ivamente e dar-lhe uma demonstragao formal. £ possfvei perceber cfaramente 
que eta 4 correta? £ possivef demonstrar que eta 4 correta? O matem£tico console n- 
cioso age nesse aspecto como uma senhora conscienciosa em suas compras. Desejando 
certificar se da qualidade de um tecido, ela quer v£-lo e toci-lo. A intuigao e a de- 
monstragao formal s3To duas maneiras de perceber a verdade, comparfiveis £ percepgao 
de um objeto material por meio de dois sentidos diferentes: a vista e o tato. 

A intuigao pode correr muito adiante da demonstragffo formal. Qualquer 
estudante inteligente, mesmo sem conhecimento sistematico da Geometria Espacial, 
£ capaz de perceber, assim que houver entendido claramente os termos, que duas pa- 



ralelas a uma terceira sao pa rale I as entre si {as tres retas poderao estar ou nao num 
mesmo piano). No entanto, a demonstragao deste enunciado, tal como aparece na 
Proposiggo 9, do Livro X!, dos Efementos de Euclides, precisa de uma preparagao 
longa, cuidadosa e engenbosa. 

0 manejo formal de regras logicas e de f6rmulas alg£bricas pode ir muito 
adiante da intuigao. Quase todos podem ver i mediate me nte que 3 retas, tomadas ao 
acaso, dividem o piano em 7 partes (repare na finica parte finita, o tridngulo formado 
pelas tres linhas). Quase ningu£m £ capaz de perceber, mesmo concentrando ao m£- 
ximo a atengao, que 5 pianos, tornados ao acaso, dividem o espago em 26 partes. 
No entanto, £ possfvel demonstrar rlgorosamente que o numero exato e mesmo 26 
e que a demonstragao nao £ sequer longa ou dif fcil. 

Na execugao do nosso piano, verif icamos cada passo. Ao faz£-lo, con tamos com 
a intuiggo ou com a demonstragao formal. Algumas vezes a intuiggo vai adiante, ou- 
tras vai a demonstragao formal. Fazer as coisas das duas maneiras constitui um exer- 
ci'cio interessante e mstrutivo. £ possfvel perceber claramente que o passo 4correto? 
Sim, posso ver isto com clareza e nitidez, mas o raciocfnio formal pode chegar a al- 
cang£-lo? £ possfvel tamb4m DEMONSTRAR que efe 4 correto? 

Ten tar demonstrar formalmente aquilo que £ percebido intuitivamente e per- 
ceber mtuitivamente aquilo que £ demonstrado formalmente constitui um estimulan* 
te exercfcio mental. Infelizmente, em aula nem sempre se dispoe de tempo para isso, 
0 exemplo exposto nas segoes 12 e 14 £ tfpico deste procedimento. 

Figures sao, ngo apenas o objeto dos problemas geom£tricos, como tambem 
um importante auxfiio para problemas de todos os tipos, que nada a presen tam de 
geom£trico na sua or i gem. Temos, assim, dois bons motivos para considerar a funggo 
das figuras na resoluggo de problemas. 

1. Se o nosso for um problems geom£trico, teremos de considerar uma figu- 
ra, que pode estar em nossa imaglnaggo ou ser desen hada no papel. Em certas oca- 
sioes, ser£ melhor imaginar a figura sem desenh£-la. Mas se tivermos de examinar v£- 
rios detalhes, um ap6s outro, ser£ deserve I tragar uma figura , Se os detalhes forem 
numerosos, ngo poderemos imagin£-los todos simultaneamente, mas etes estarao to- 
dos juntos sobre o papel. Um detaihe visualizado em nossa imaginagao pode ser es- 
quecido, mas o mesmo detaihe desenhado no papel af permanece, de tal maneira 
que, quando a ele voltamos, relembramos as observagoes an ter lores, com isto nos 
poupando tempo e trabalho. 

2. Passemos agora a considerar mais e spec if i came nte o emprego de f iguras nos 
problemas de construgao geom£trica. 

Comegamos a consideragao detalhada de tais problema pelo tragado de uma 
figura que contenha a inc6gnita e os dados, todos estes elementos dispostos como 
determine a condicionante do problema. Para compreender claramente o proble- 
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ma, temos de considerar separadamente cada dado e cada parte da condicionante. 
Em seguida, reunimos todas essas partes e consideramos a condicionante como 
um todo, procurando ver simultaneamente as v£rias conexoes exigidas no problema. 
Dificilmente seremos capazes de tratar, separar e recombinar todos esses detalhes 
sem uma figura sobre o papel. 

Por outro lado, antes de termos resolvido o problema, permanece a duvida se 
aquela figura pode ser desenhada. f= possi'vef satisfazer toda a condicionante imposta 
pelo problema? Nao podemos dizer sim, antes de chegarmos £ soluggo definitiva. Ngo 
obstante, comegamos por presumir uma figura na qual a inc6gnita esteja ligada aos 
dados da maneira prescrita pela condicionante. Pode parecer que, tragando a figura, 
fazemos uma suposigao injustificada. 

Ngo necessariamente. Nao agimos incorretamente quando, ao examinarmos o 
problema, considerarmos a possibilidade de haver um objeto que satisfaga a condicio- 
nante imposta £ inc6gnita e que mantenha, com todos os dados, as relagdes exigidas, 
desde que nao confundamos a simples possibilidade com a certeza. Um juiz nao age 
incorretamente quando, ao questionar um r£u, considers a hipdtese de que este co- 
meteu o crime em questao, desde que ele ngo se comprometa com esta hipdtese. 
Tanto o matem£tico como o juiz podem examinar a possibilidade sem preconceito, 
adiando o seu julgamento para quando o exame da questao tiver fornecido algum 
results do definitivo. 

0 m£todo pelo qual se inicia o exame de um problema geomdtnco pelo tragado 
de uma figura em que, por suposiggo, a condicionante £ satisfeita, remonta aos 
geometras gregos. Ele £ indicado pela frase curta e algo enigm£tica de Pappus: Admi- 
ta que o necessario ja foi feito , A recomendagao seguinte £ menos sucinta, por£m 
mais clara: Trace uma figura hipotetica que suponha a condicionante do probiema 
satisfeita em todas as suas partes. 

Esta £ uma recomendagao aplic£vel a problemas de Geometria, mas nao preci- 
samos restringir-nos a qualquer tipo particular de problema, podemos extende-la 
a todos os "problemas de determinagao" enunciando-a da seguinte forma gengrica: 
Examine a situagao hipotetica na quat se admite que a condicionante 4 pfenamente 
satisfeita . 

Compare com pappus, 6 + 

3. Tratemos agora de alguns pontos ref e rentes ao prbprio desenho das figuras. 

{I) Devemos tragar as figuras com exatidao ou s6 aproximadamente, com 
instruments ou a mao livre? 

Ambos os casos apresentam suas vantagens. As figuras exatas, em princfpio, 
desempenham, na Geometria, as mesmas fungoes desempenhadas na F fcica pelas me- 
digoes. Mas, na pr£tica, a exatidao das figuras £ menos importante do que as leis da 
Ffsica. O principiante dever£, por£m, desen har muitas figuras com toda a exatidao 
possfvel para adquirir uma boa base experimental. Al£m disso, as figuras exatas po- 



dem tamWm sugerir teoremas geom£tricos Aqueles mais ad i ant ados. No entanto, 
para fins de raciocfnio, as figuras cuidadosamente tragadas a mao livre sao geralmente 
satisfatbrias e podem ser feitas com muito major rapidez. £ evidente que a figura 
nao deverA parecer absurda: as linhas retas nSo deverSo ser sinuosas nem os pretenses 
cfrculos apresentar o aspecto de batatas, 

Uma figura inexata pode ocasionalmente indicar uma falsa conclusao, mas es- 
te risco nSo £ grande e hi vArios meios de nos protegermos dele, particularmente 
fazendo variar a figura. Nao haverA nenhum perigo se nos concentrarmos nas cone- 
xoes I6gicas e percebermos que a figura e um auxilio, nunca a base das nossas conclu- 
des. As conexoes I6gicas const ituem a base real, [Este ponto 6 ilustrado de modo 
instrutivo por certos conhecidos paradoxos que aproveitam habilmente a inexatidao 
intentional da figura.] 

(II) £ im porta rite que os elementos sejam reunidos com as necess&rias correta- 
goes, mas a ordem da sua colocagao £ irrelevante. Por tan to, escolha a ordem mais 
conveniente. Para ilustrar a id£ia da trise^ao, deseja-se tragar dois angulos, a e 0, 
tais que a = 30. Partindo de um a arbitrArio, pode-se construir 0 a r£gua e com* 
passo. Assim, escolhe-se um 0 relativamente pequeno, embora arbitrArio, e a partir 
de 0 traga-se facilmente a. 

(III) A figura n5o deve sugerir nenhuma particularizagao indevida. Asdiferentes 
partes da figura n£o devem exiblr relagoes apanentes que nSo sejam exigidas pelo pro- 
blema. As linhas nao devem ser iguais, ou perpendiculars, quando elas nao o forem 
necessariamente. 0$ triAngulos nao devem parecer isbsceles, ou retangulos, quando 
tal propriedade nio for exigida no problema. 0 triangulo cujos angulos sao 45°, 
60° e 75° £ aquele, no sentido bem precise da palavra, mais "remoto" tanto do 
isbsceles como do retAngulo.* Trace esse triangulo, ou um outro nao muito diferente, 
quando desejar considerar um triingulo "geral". 

(IV) Para destacar as diferentes fungdes das diversas linhas, podemos usar li- 
nhas grossas ou finas, contmuas ou pontilhadas, ou de cores diferentes. Podemos 
tragar uma delas muito de leve, se ainda nao estiver decidido se a mesma serA utilize- 
da como linha auxiliar. Podemos tragar os elementos dados a l£pis vermelho e usar 
outras cores para destacar partes importantes, como um par de triAngulos seme- 
Ihantes etc. 

(V) Para ilustrar problemas de Geometria Espacial, devemos usar modelos 
tridimensionais ou desenhos no papel, ou no quadro-negro? 

# S* t» Angulo* d» um triingulo forem a, & 9 y «90 a >a>|3>? f pdo mwios uma 
das dtforangai flfl 0 — «, at — 0, 0 — y A 15°, a nib far qua or = 75°, $ = 6 a y - 45°. 
Dafato. 

3(90° - a) + 2{a - pi + {0 - y\ _ ^ 

G 
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Os modefos tridimensionais s So convenientes, mas de diffeii preparo e dispen- 
diosos. Assim sendo, precisamos nos contentar com desenhos, embora nSo seja f£cil 
faze-los expressivos. Algumas experi£ncias com modelos improvisados de papelifc 
sao muito desejAveis para prinripiantes. £ util tomar objetos £ mffo, ou circundantes, 
como representagdes de nogoes geomAtricas. Assim, uma caixa, a sala de aulas podem 
representar o paralelepfpedo ret Angulo; um lApis, o cllindro circular; um abajur, um 
tronco de cone circular reto etc. 

4. Figuras tragadas no papel sao fAceis de preparar, de reconhecer e de lem- 
brar. As figuras planas nos sao particularmente familiares, os problemas de Geometria 
Plana, especialmente acessfveis. Podemos a p rove i tar-nos destas circunstAncias, pode- 
mos utilizar, no manejo de objetos n3o~geom£tricos, a nossa aptidSo para manipu- 
lar figuras, se conseguirmos encontrar uma representagfc geom£trica adequada para 
aqueles objetos n£o-geom£trico$. 

De fato, as representagoes geom£tricas, como grAficos e diagramas de toda sorte, 
sAo usados em todas as ciencias, nao s6 na Ffsica, na Quimica e nas Cibncias Naturals, 
como tamb£m na Economia e, at£ mesmo, na Psicotogia. Com o auxflio de represen- 
tagbes geom£tricas apropriadas, procuramos tudb expressar em linguagem grAfica, 
ten tamos reduzir problemas de qualquer tipo a problemas geom£tricos. 

Desse modo, mesmo que nao se trate de um problema de Geometria, £ possfvel 
tentar tragar uma figura . A procura de uma lucida representagao geom£trica para um 
problema n£b-geom£trico constitui um importante passo no sentido da solug§o. 

Generalizagao £ a pa^sagem da consideragao de um elemento para a considera- 
te de um conjunto que cont£m esse elemento; ou a passage m de consideragao de um 
conjunto para um conjunto mais abrangente, que cont£m o conjunto restrito, 

1 . Se, por acaso, nos depara r mo s com a soma 

1 + 8 + 27 + 64 = 100 

poderemos observar que ela pode ser expressa sob a seguinte forma curiosa: 

I 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 = 10*. 

Ora, £ natural que nos perguntemos: ocorrerA muitas vezes que a soma de cu- 
bos sucessivos tais como 

I 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 + .... + /i 3 

seja um quadrado? Ao fazermos este pergunta, general izamos, E esta £ uma gene- 
ralizagao feiiz, pois ela nos leva de uma simples observagfo a uma notAvel lei geral. 
Em MatemAtica, Ffsica, Ci£ncias Naturals, mu it os resultados foram alcangadosgragas 
a general izagoes felizes. Ver indu£AO E INDugAo MATEMATICA. 
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2. A generalizagao pode ser util na resolupSo de problemas. Tome-se o seguin- 
te problems de Geometria Espacial: "Uma reta e um octaedro regular sao dados por 
$ua posigSo. Encontrar um pfano que passe pela reta dada e que divida ao meio o 
volume do octaedro dado". Este problems pode parecer diffcil, por4m, de fato, ba$- 
ta alguma familiaridade com a forma do octaedro regular para sugerir o seguinte pro- 
•btema mats geral: "Uma reta e um sdtido com centra de simetria s§o dados por sua 
posigffo. Encontrar um piano que passe pela reta dada e que divide ao meio o volume 
do $6ltdo dado." 0 pfano pedido passa, naturalmente, pelo centro de simetria do $6- 
lido e fica determinado por este ponto e pela reta dada. Como o octaedro tem um 
oentro de simetria, o problems original fica tamb£m resolvido. 

0 lei tor nfio deixard de observer que o segundo problems 4 mais geral que o 
primeiro e, nSo obstante, mais f4cil. De fato, o que conseguimos ao resolver o primei- 
ro problema foi inventar o segundo problems. Ao invent4-lo, reconhecemos o papel 
do centro de simetria; desenredamos a propriedade do octaedro que 4 essencial ao 
nosso problems, qual seja, que ele tem um centro de simetria. 

O problems mais geral pode ser mais f4cil de resolver. Esta afirmativa parece 
paradoxal mas, depois do exemplo acima, nao nos deve surpreender. 0 mais impor- 
tante ao resolver o problems particular foi a invengao do problems geral. Depois 
disto, somente restou uma pequena parte. Assim, neste caso, a resolugao do problema 
geral 4 apenas uma pequena parte da resolugSo do problema particular. 

Ver PARADOXO DA INVENCAO. 

3. "Calcular o volume dotroncode uma piramide de base quadrada, sendo 
dados o lado da base inferior, 10 cm, o lado da base superior, 5 cm, e a altura do 
tronco, 6 cm/' Se substitufmos os nOmeros 10, 5, 6 por letras, por exemplo, a t b, c, 
general izamos. Chegamos a um problema mais geral que o original, que 4 o seguinte: 
"Calcular o volume do tronco de uma piramide de base quadrada, sendo dados o 
lado a da base inferior, o lado b da base superior e a altura c do tronco. "Esta 
generalizagSo poderd ser muito util. Ao passarmos de um problema "num4rico" 
para um problema "literal", ganharemos acesso a novos procedi me ntos, poderemos 
variar os dados e, ao faz&-fo, poderemos verificar de v4rias maneiras os resultados. 
Ver £ POSSIVEL VERIFICAR O RESULT A DO? 2 e VARIACAO DO PROBLEMA, 4. 

Heurfstica, Heur4tica ou "ars inveniendi" era o nome de um certo ramo de 
estudo, n£o bem delimitado, pertencente 4 L6gica, 4 Filosofia ou 4 Psicologia, muitas 
vezes delineado mas raramente apresentado com detalhes, hoje praticamente esque* 
cido. 0 objetivo da Heurfstica 4 o estudo dos m4todos e das regras da descoberta e 
da invenp5o. Alguns indfcios desse estudo podem ser encontrados em trabalho dosco- 
mentaristas de Euclides. A este respeito, PAPPUS tem uma passagem particularmente 
interessante. As mais famosas tentativas de si$tematizag£o da Heurfstica devem-se 
a DESCARTES ca LEIBNITZ, ambos grandes matem4ticos e fildsofos. Bernard 
BOLZANO apresentou notdvel descrigSo pormenorizada da Heurfstica. 0 presente li- 


vro 4 uma tentativa de reviver este estudo de forma moderna e modesta. (Ver 
HEURISTIC A MODERNA.) 

Heurfstico, adjetivo, signifies "que serve para descobrir" 

Heurfstica moderna procura compreender o processo solucionador de proble- 
mas, particularmente as operagoes mentals, tfpicas desse processo, que tenham uti- 
lidade. Dispde de v4rias fontes de informagoes, nenhuma das quais deve ser despre- 
zada. Um estudo consciencioso da Heurfstica deve levar em conta, tanto as suas ba- 
ses I6gicas quanto as psicolbgicas. Nao deve esquecer aquilo que autores antigos como 
Pappus, Descartes, Leibnitz e Bolzano escreveram sobre o assunto, mas muito menos 
pode desprezar a experftneia imparcial. A experi£ncia na resolugSo de problemas e a 
experi&ncia na observagao dessa atividade por parte de outros devem constituir a 
base em que se assents a Heurfstica. Neste estudo, n£o devemos descurar nenhum 
tipo de problema, e sim procurer aspectos comuns na maneira de tratar de problemas 
de toda sorte: devemos considerar os aspectos gerais, independentemente do assunto 
especffico do problema. 0 estudo da Heurfstica tem objetivos "pr4tico$": melhor 
conhecimento das tfpicas operagoes mentals que se aplicam 4 resolugao de problemas 
pode exercer uma certa influSncia ben4fica sobre o ensino, particularmente sobre o 
ensino da Matem4tica. 

O presente livro constitui a primeira tentativa de realizagSo de taf programs. 
Passaremos agora a descrever como of diversos artigos que compdem este Dicion4rio 
ajustam-se ao programa. 

1. A nossa lista 4, de fato, uma relagao de operagdes mentals tfpicas e uteis 
na resolugao de problemas; as indagagdes e sugestoes nela relacionadas indicam tais 
operagoes. Algumas destas sao novamente descritas na Segunda Parte e outras sao 
mais detafhadamente discutidas e exemplificadas na Primeira Parte. 

Para maiores informagoes acerca de indagagdes e sugestoes da lista, o leitor 
dever4 procurar aqueles quinze artigos do Dicion4rio cups tftulos correspondent 4s 
entradasdos quinze par4grafos da lista: QUAL £ A INCOGNITA? £ POSSIVEL SATISFA- 

ZER A CONDICIONAN7E7 TRACE UMA FIGURA £ POSSIVEL UTILIZAR 0 RESUL- 

TADO? 0 leitor que desejar informapao sobre um determinado item da lista, dever4 
comegar pela verificagao das primeiras palavras do par4grafo que cont4m o item e, 
em seguida, procurar no Diciondrio o artigo que tem por tftuloessas primeiras pala- 
vras. Por exemplo, a sugestsfo "Voite Us definigdes " consta do par4grafo da lista cuja 
frase inicial 4: £ POSSIVEL REFORMULAR 0 PROBLEMA? Sob este tftulo o leitor en* 
contrary uma remissSo a DE FIN I COES, artigo no qual a sugestao em causa est4 expli- 
cada e exemplif icada. 

2. 0 processo sofucionador de problemas 4 complexo, pois apresenta diversos 
aspectos diferentes. Os doze principals artigos deste Dicion4rio estudam, com certa 
extens3o, alguns desses aspectos. Passamos em seguida a mencionar seus tftulos. 



Quando trabalhamos intensamante, sentimos com nitidez o progresso do nosso 
trabalho. Fi carries jubilosos quando esse progresso £ rdpido e deprimidos quando £ 
lento. 0 que £ essancial ao PROGRESSO E CONSECUgAo do nosso trabalho? O artigo 
qua tratade$taquest£b£citadomuitasvezesedeve serffdo logo no im'cio deste estudo. 

Ao tentarmos resolver um problema, consideramos urn a urn dos seus aspectos, 
revolvemos os mesmos incessantemente na nossa mente: a VARlAgAo do problema 
£ assencial ao nosso trabalho. Podemos variar o problema pefa DECOMPOSigAo E re* 
COMBI NAgAo dos seus elementos ou pela utilizag£o dos recursos de GENEraliza- 
QAO, PARTICULAR! ZAgAO e ANALOGIA. A variagao do problema pode nos ievar 
a ELEMENTOS AUXILIARES ou £ descoberta de um PROBLEMA AuxtLlAR mais aoes- 
sfveL 

Precisamos distinguir com clareza dois tipos de problemas: PROBLEMAS de de- 
TERMINAQAOg PROBLEM AS DE DEMONSTRAgAO. Nossa lista £ particularmente 
apropriada a "problemas de determinagao". Teremos de rever e alterar algumas 
das suas indagagoes e sugestoes para aplicd*las tamb£m aos "problemas de demons- 
trate". 

Em problemas de todos os tipos, mas particularmente nos problemas ma- 
tem£ticos que nao sejam simples demais, a NOTAgAo adequadaeas FIGURAS 
geom£tricas constituem grandes e indispens£veis auxflios. 

3. Dos v&rios aspectos apresentados pelo processo solucionador, alguns nao 
s^o considerados neste livro e outros o sao muito resumidamente. Justifica-se, creio 
eu, numa pequena exposigab introdutbria, a exclusSo daqueles pontos que pode- 
rfam parecer murto sutis, t£cnicos ou controversos. 

O RACIOCINIO HEURtSTlCQ, que e provrsbrio e apenas plausfvel, £ important© 
na descoberta da solugao, mas nSo o tome por uma demon$trag£o. £ precise pre^ 
sumir, mas nfio esquega: EXAMINE a SUA SUPOSigAo, A natureza dos argumentos 
heurfsticos £ discutida em SIN A IS DE PROGRESSO, mas a discussSo deste assume 
poderia ir mais tonge. 

A considerate de certos padroes Ibgicos £ importante para o nosso tema, mas 
pareceu-nos aconselh£vel nao acrescentar nenhum artigo t£cnico. H£ apenas dois ar- 
tigos predomi nan te mente dedicados a aspectos psicoibgicos, sobre PERSISTENCE, ES- 
PERANgA, SUCESSO e sobre TRABALHO SUBCONSCIENTE. No artigo REGRESSAO, 
menciona-se, de passagem, uma observagao reference £ psicologia animal. 

Destacamos que todos os tipos de problemas, especialmente PROBLEMAS PRA- 
Ticos e, at£ mesmo, enigmas situam-se no campo da Heurfstica. Tambem alerta- 
mos para ofatode que regras de DESCOBERTA infalfveis fleam fora do escopo da 
pesquisa s£ria. A Heurfstica trata do comportamento humano em face de problemas. 
£ de presumir que isto venha ocorrendo desdeos primbrdlos da sociedade humana e a 
quintessence de antigas observagoes a respeito parece ter sido preservada na SABEDO- 
RIA DOS PROVERBIOS. 


4. Inclufmos artigos sobre questoes particu lares e outros, referentes a as- 
pectos mais gerais, sao mais extensos porque poderao ter, no todo ou em parte, 
interesse especial para professores e estudantes. 

H£ artigos que tratam de questdes metodolbgicas muitas vezes re lev antes na 
Matem£tlca elementar, tals como PAPPUS, REGRESSAo (j£ mencionado no item 3), 
DEMONSTRAgAO POR ABSURDO E DEMONSTRAgAO INDIRETA, INDUgAo E 
INDUgAO MATEMATICA, EQUACIONAMENTO, TESTE DIMENSIONAL E POR QUE 
DEMONSTRAR? Alguns artigos dirigem-se mais em particular aos professores, como 
PROBLEMA ROTINEIRO e DlAGNtiSTlCO e outros aos estudantes, como O FUTURO 
MATEMATICO, O LEITOR INTELIGENTE e 0 SOLUCIONADOR DE PROBLEMAS IN- 
TELIGENTE, 

Deve-se aqui mencionar que os di£logos entre o professor e seus alunos, que 
aparecem nas se goes 8, 10, 18, 19, 20 e em v£rios artigos do Dicion£rio, podem ser- 
vir de modefos nSo s6 para professores como tamb£m para aquele que procura 
sozinho resolver os seus problemas. A de$crig£o do pensamento como um "dis- 
curso mental", como uma esp£cie de conversat 0 do pensador consigo prbprio, 
nSo £ inapropriada. Os di£Logos em questfo revelam o progresso do processo so- 
Jucionador Aquele que procura resolver o problema, ao falar consigo mesmo, poder& 
progredir da maneira indicada. 

5. Nao mencionaremos todol os artigos, somente alguns poucos serao 
citados. Certos artigos contBm observagdes sobre a histbria do nosso assunto, sobre 
DESCARTES, LEIBNITZ, BOLZANO, sobre a HEURlSTICA, sobre TERMOS, ANTIGOS E 
NOVOS e sobre PAPPUS (este ultimo j£ mencionado no item 4.) 

Alguns artigos procuram explicar termos t£cnicos: CONDlCtONANTE, COROlA- 
RIO, LEMA. 

Outros cont£m apenas remissoes e v£fo assinalados por adagas [t] noSum£rio. 

6. A Heurfstica visa £ general idade, ao estudo de procedimentos que inde- 
pendem do assunto em questfo e $$o apliedveis a problemas de toda sorte. A presente 
exposig§o, por£m, apresenta como exemplos quase exclusivamente problemas da 
Matem&tica elementar. Nao se deve esquecer que isto represents uma restrigao, 
mas espera-se que tal nao prejudique seria mente o car£ter do nosso estudo. De fato, 
os problemas da Matem£tica elementar apresentam toda a variedade desej£vel e o 
estudo da sua resolugao £ acessfvel e interessante. Al£m disso, os problemas nSo-ma- 
tem£ticos, embora raras vezes citados como exemplos, nSo ficaram inteiramente 
esquecidos. Os problemas matem&ticos mais avangados nunca est£o diretamente mem 
cionados, mas eles constituem a base real de presente exposigao. 0 matemStico ex- 
perience, que tenha interesse por este tipo de estudo, poder£ acrescentar exemplos 
tirados da sua prbpria experi£ncia para elucidar os pontos aqui ilustrados por exem- 
plos elementares. 



7. O autor deseja reconhecer a sua dfvida e expressar a sua gratiddd para com 
alguns au tores modernos, nSo mencionados no artigo HEUR&TICA. Sao eles o f fsico 
e filbsofo Ernst Mach, o matemdtico Jacques Hadamard e os p$icol6gos William Ja* 
mes e Wolfgang Kohler Deseja ainda mencionar o psic6logo K. Duncker e o mate- 
mStico F. Krauss, cuja obra (publicada depois que a sua pesquisa estava bem adian- 
tada e parciafmente publicada) revela certas observances paralelas. 

Idfiia brilhante, ou "boa id6ia", 6 uma expressSo coloquial que signif ica um su- 
bito avango no sentido da solugfo (ver PROG R ESSO E CONSECUgAo, 6). 0 apareci- 
mento de uma id£ia brilhante k uma experiGncia que todos conhecem, mas 6 dif f- 
cil descreve-ls e, porta n to, parece interessante observar que uma autoridade t£o an- 
tiga como Arist6 teles fez dela, incidentalmente, uma sugestiva descrigfo. 

Quase todos concordam que a concepgfo de uma id£ia brilhante k um "ato de 
sagacidade" Aristdteles define assim "sagacidade": "Sagacidade k chegar mstanta- 
neamente, por intuigao, k conexao essencial. Como, por exemplo, se algu6m vir 
uma pessoa a falar de uma certa maneira com um homem rico, poderd imediatamente 
adivinhar que essa pessoa estd tentando tomar dinheiro emprestado. Ou, ao obser- 
var que o lado brilhante da Lua este sempre voltado para o Sol, poder& repentinamen* 
te perceber que a Lua brilha porque k iluminada pelo Sol". 

O primeiro, sem ser mau exemplo, k muito trivial: nao 6 precise muitasagacida- 
de para imaginar coisas deste tipo quando se trata de gente rica e dinheiro; portanto, 
a id6ia nSo & muito brilhante. 0 segundo exemplo torna-se, portim, particularmente no- 
tAvel se fizermos um pequeno esforgo de imaginagSb para situ6-lo na 6poca apropriada. 

Devemos lembrar que um contempordneo de Aristbteles teria de observar o 
Sol e as estrelas se quisesse saber as horas, pois n£o dispunha de relbgios de pulso, 
e de observar as fases da Lua se pretendesse viajar k noite, pois nSo havia iluminagfr 
publics, Estava ele muito mais famiiiarizado com o c£u do que o habitante de uma cl- 
dade moderns e a sua intellg§ncia natural n£o estava obscurecida por fragmentos 
mal digeridos de informagdes jornalfsticas sobre teorlas astronbmicas. Ele via a Lua 
cheia como um disco piano, semelhante ao disco solar, embora muito menos brilhan- 
te. Ele devla ter meditado sobre as incessantes variagoes na forma e na posigao da 
Lua. Ele observara tamb£m, ocasionalmente, a Lua k luz do dia, perto do nascer ou 
do p6r do Sol, e conclufra que o "lado brilhante da Lua este sempre voltado para 
o Sol", o que era, por si prbpria, uma notevel conclusSo. E entifa ele percebe que os 
aspectos varifreis da Lua $5o como os vdrios aspectos de uma bola que k ilumina- 
da de um lado, de maneira que apenas a metade f ica brilhante e a outra na semi-escu- 
ridSo. Ele concebe o Sol e a Lua n£o como discos pianos, mas como corpos redondos, 
um deles a fornecer e outro a receber a luz. Ele percebe a conexao essencial, reformu- 
la a sua anterior concepgfo "instantaneamente": h& um repentino salto de imagina- 
g§b, surge uma id£ia brilhante, uma centelha de gdnio. 


Indugfo e indugio metemtftica. A indugffo k o processo da descoberta de leis 
gerais pda observagao de casos particulares. £ utilizada em todas as ciSncias, inclu- 
sive na Matem&tica. A indugao matemStica $ utilizada exclusivamente na Matemttica, 
para demonstrar teoremas de um certo tipo. £ de lamentar que estes nomes estejam 
relacionados, pois hk muito pouca conexao I6gica entre osdoisprocessos. HAnoen- 
tanto, alguma conexfo prStica, pois muitas vezes utilizamos ambos conjuntamen- 
te. Vamos ilustrar todos os dois pelo mesmo exemplo. 

1 . Podemos observar, por acaso, que 

1 + 8 + 27 + 64 = 100 

e, reconhecendo os cubos e o quadrado, podemos apresentar o fato observado sob 
a forma mais interessante: 

I 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 = 10 1 . 

Como Xerk ocorrido isto? Acontecete muitas vezes que a soma dos cubos dos inteiros 
sucessivos seja um quadrado perfeito? 

Ao assim indagarmos, procedemos como o naturalists que, impressionado por 
uma plants estranha ou por uma formagSo geo!6gica singular, concebe uma indaga- 
gffo geral. A nossa indagagSo geral k relativa k soma de cubos dos inteiros sucessivos. 

I 3 + 2 3 + 3 3 + .... + /J 3 . 

Fomos a ela levados pelo "caso particular" de n - 4. 

O que podemos agora fazer? O que faria o natural ista: estudar outros casos par- 
ticulares. Os casos de n - 2, 3 sffo ainda mais simples; o caso de n = 5 k o se- 
guinte. Acrescentemos, por amor k uniformidade e k inteireza, o caso de n = 1. 
Dispondo ordenadamente todos estes casos, como um ge6logo disporia suas amostras 
de urp certo mineral, chegarfamos k seguinte tabela: 


1 



= 1 = 

I 2 

1 

+ 

8 

= 9 = 

3 2 

1 

+ 

8 + 27 

= 36 = 

6 2 

1 

+ 

8 + 27 + 64 

= 100 = 

10 2 

1 

+ 

8+27+64+125 

= 225 = 

15 2 


£ dif fcil acred i tar que todas estas somas de cubos sucessivos sejam quadrados perfei- 
tos por mero acaso. Numa circunstancia semelhante, o naturalista teria poucas dO- 
vidas de que a lei geral sugerida pelos casos particulares ate entao observados estaria 
certa: a lei geral teria ficado quase demonstrada por indued. O matenrtetico mani- 
festa-se com mais reserve, embora raciocine essencialmente da mesma maneira. 
Diria ele que o seguinte teorema k fortemente sugerido por indugao: 



A soma dos primeims cubos 4 um quadrado perfeito, 

2 . Fomas fevados a conjecturar uma lei notdvel, um pouco misteriosa. Por 
que seriam quadrados perfeitos essas somas de cubos sucessivos? No entanto, tudo 
indica que o sib. 

0 que faria o naturalists numa tal situapSb? Ele continuaria a examinar a con- 
jectura, seguindo linhas de pesquisa. 0 naturalists pode acumular maiores provas ex- 
perimentais. Se desejarmos fazer o mesmo, teremos de verificar os casos seguintes, 

de n = 6, 7 O naturalists pode tamb£m reexaminar os fatos cuja observaoao o 

levou h sua conjecture: ele os compare cuidadosamente, procure descobrir alguma re- 
guiaridade mats expressiva, alguma outra analogia. Sigamos esta linha de pesquisa. 

Reexaminemos os casos de n = 1 , 2, 3, 4, 5, que estfio mostrados na tabela. 
Por que sao estas somas quadrados perfeitos? Suas bases respectfvas $So 1, 3, 10, 1 5. 
O que h£ de notdvel nestas bases? Haveri alguma regularidade mais significativa, 
alguma analogia? Seja como for, elas nSo paracem crescer muito irregularmente. 
Como crescem? A diferenga entre dois termos consecutivos dessa sequgncia tamb£m 
e$t£ crescendo. 

3 — t — 2, 6-3 = 3, 10 - 6 = 4, 15 - 10 = 5. 

Ora, estas dlferengas sSo notavelmente regulares. Podemos ver aqui uma surpreen- 
dente analogia entre as bases daqueles quadrados, uma not&vel regularidade nos r\(x~ 
meros 1, 3, 6, 10, 15: 

1 = 1 
3 = 1+2 
6 = 1 + 2 + 3 
10 = 1 + 2 + 3 + 4 
15 = 1+ 2 + 3 + 4 + 5 

Se esta regularidade for geral (e £ diffcil acred itar no contr£rio), o teorema de que 
suspeitamos toma uma forma mais precisa, que £: 

Para n = 1,2, 3 

I 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 + ... + n 3 = (1 + 2 + 3 + 4 + ... + n)\ 

3. A lei que acaba de ser formulada foi encontrada por indugSo e o modo 
pelo qual a ela se chegou nos d£ da inducao uma id£ia que £ inevitavelmente unilate- 
ral e imperfeita, mas n&> distorcida. A indugao procura encorvtrar regularidade e 
coertncia nos fatos observados. Seus mais not£veis instrumentos sSo a generalizac$o, 
a particularizagfc e a analogia. A general izato por tentative* parte de um esforgo 
para compreender os fatos observados; baseia-se na analogia e £ verificada por meio 
de outros casos particu lares. 




Eximimo-nos de maiores coment£rios sobre a indugao, assunto que £ objeto 
de grande controv£rsia entre os fllbsofos. Mas devemos acrescentar que muitos 
fatos matemdtioos foram primeiro encontrados por induto e demonstrados depois. 
A Matemdtica, a presen tad a com rigor, £ uma ciencia dedutiva sistemdtica, mas a 
MatemStica em desenvolvimento £ uma cifcncia indutiva experimental. 

4. Na Matem£tica, assim como nas Ci£ncias Ffsicas, podemos utilizer a 
observato e a indugSb para a descoberta de leis gerais. Mas existe uma diferenga. 
Nas Ciencias Fisrcas n£o h£ autoridade maior do que a observagSo e a indugao, en- 
quanto na Matem£tica hi uma tal autoridade : a demonstragao rigorosa. 

Depois de trabalhar experimentalmente por algum tempo, seria bom mudar 
de ponto de vista. Sejamos rigorosos. Acabamos de descobrir um resultado interes- 
sante, mas o raciocmio que nos levou at£ ete foi apenas plausfvel, experimental, 
provisbrio, heurfstico. Tentemos estabelece-lo definitivamente por meio de uma de- 
monstrate rigorosa. 

Chegamos agora a um "problema de demonstrate": demonstrar ou refutar 
o resultado j£ enunciado (ver o item 2, acima). 

Hi uma pequena simplificagao. Possivelmente sabemos que 


1+2 + 3 + .., + n 


n jn + 1 ) 
2 


De qualquer modo, isto £ fdcil de verificar. Tome um retSngulo de lados 
n e n + 1, e o divida em metades, por uma linha em ziguezague, tal como £ mos- 
trado na f igura 18a para o caso de n = 4. Cada metade tern a forma de "escada" e 
a sua Srea £ expressa por 1 + 2 + .... + n; para n = 4, ser£ 1 + 2 + 3 + 4 
(ver figura 18 b). A £rea total do ret£ngulo £ n (n + t ), da qual a £rea em “escada" 
£ a metade. A fdrmula est£ demonstrada. 



Figura 18 
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Por induct podemos transformar o resultado que acabamos de encontrar em 


1 > ♦ 2 * ♦ 3 > * .... ♦ 


5. Se nfio tivermos idtiia de como demonstrar este resultado, poderemos pelo 
menos verificd-lo. Ensaiemos o primeiro caso que ainda n£o verificamos, de n — 6. 
Para este valor, a fdrmula fornece 


1 + 8 + 27 + 64 + 125 + 216 = 


.(liiy 


que se revela verdadeira, pois os dote membros s§o iguais a 441 . 

£ possfvel verificar esta f6rmula com maior rigor. Mas 6 murto provdvel que ela 
seja genericamente verdadeira, verdadeira para todos os valores de n . Permanecerd 
verdadeira quando passamos de qualquer valor de n para o valor seguinte, n + 1 ? 
Ao I ado da fdrmula acirna expressa, deveremos tambdm ter 


I 3 + 2 3 + 3 3 + „„ + 




Ora, dposslvel uma verificagao simples. Subtraindo desta a fdrmula anterior, teremos 
in + 7> 3 = ^- + - 1) 2 (n + 2) J-^ nin + 11 y 
Esta Oltima £, pordm, fdcil de verificar. O segundo termo pode ser expresso como 

[ ( „ + 2 ) 2 - » 2 ]= ( 'Ltj.y j + + 4 - 


in + I) 2 


< 4/7 + 4 ) = in + I] 2 [n + 1 ) = in + I) 3 . 


A nossa fbrmula, encontrada experimentalmente, passou num tests vital. 

Examinemos cuidadosamente o significado deste teste. Verificamos, sem som- 
bra de dOvida, que 


in + I) 3 = 


+ 1) in + 2)^ _ jn + l)^ 1 


N3o sabemos ainda se 


I 3 + 2 3 + 3 3 + 




n in + 1) 
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6 verdadeira. Mas se soubdssemos que esta era, verdadeira, poderfamos concluir, 
somando a ela a equagao que verificamos sem sombra de dOvida, que 




tambdm 6 verdadeira, o que equivale d mesma afirmativa para o inteiro seguinte 
n + 1. Ora, sabemos jdqueanossaconjecturadverdadeira para n = 1,2,3,4 r 5,6. 
Em virtude daquilo que acabamos de dizer, a conjectura, sendo verdadeira para 
n = 6, deverd ser tambem verdadeira para n =7; sendo verdadeira para 
n = 7 d verdadeira para n = 8; sendo verdadeira para n = 8 d verdadeira para 
n = 9 e assim sucessivamente. Ela d vdlida para todos os valores de n t estd demons- 
trado que d genericamente verdadeira. 

6. A demonstragao precedente pode servir de modelo para murtos casos 
semelhantes. Qua is $£o os aspectos essenciais desse modelo? 

A afirmativa que temos a demonstrar deve ser apresentada antecipadamente, 
de forma precisa. Ela deve depender de um inteiro n. 

A afirmativa deve ser suficientemente "explfcita", de tal modo que tenhamos 
alguma possibilidade de verificar se ela permanece verdadeira na passagem de n 
para o inteiro seguinte n + 1. 

Se conseguirmos realmente verificar isto, poderemos utilizar a experi&ncia 
obtida na veriftcagSb para concluir que a afirmativa deve ser verdadeira para n + 1, 
desde que o seja para n . Quando chegarmos a este ponto, bastard sabermos que a 
afirmativa 6 verdadeira para #? = 1; daf se segue para n — 2; daf se segue para 
n = 3 e assim por diante. Ao passarmos de qualquer nOmero inteiro para o seguinte, 
demonstramos genericamente a afirmativa, 

Este processo d usado com tanta freqOencia que merece um nome* Poderfamos 
chamd-lo de "demonstragao de n para n + 1" ou, ainda mate simplesmente, de 
"passagem para o inteiro seguinte" Infelizmente, o termo tdcnico aoeito d "indugdo 
matemdtica", denominate esta resultante de uma circunstdncia aieatiria. A afir- 
mativa rigorosa que temos a demonstrar pode provir de qualquer origem, mas que ori* 
gem d essa d irrelevant© do ponto de vista l6gico. Ora, em muitos casos, como neste 
aqui discutido em detalhe, a origem 6 a indugao, a afirmativa 4 encontrada experi- 
mentalmente e, assim sendo, a demonstragao aparece como um complemento mate- 
m&tico a indugao, Explica-se por isto a denominagao. 

7. Eis aqui um outro ponto, um pouco sutif, mas importante, para quern de* 
seja encontrar demonstragoes por si pr6prio. Como se viu, chegamos a duas diferen- 
tes afirmativas por indugdo e observagSo, a primeira no item 1 e a segunda no item 2. 
A segunda era mate precisa do qud a primeira. Tratando da segunda afirmativa, en- 
contra mos uma possibilidade de verificar a passagem de n para n + 1 e assim con- 
seguimos chegar a uma demonstragao por "induglo matemStica". Tratando da pri- 
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meira afirmativa, sem termos conhecimento da precisdo acresoentada peta segunda, 
muito dificilmente serfamos capazes de encontrar uma tal demonstrapSo. Com efeito, 
a pri meira afirmativa d menos precisa, menos "explfcita", menos "tangfvel", menos 
susceptfvel d verificapao, do que a segunda. A passagem da primeira para a segunda, 
da formulapao menos precisa para a mais precisa, constituiu urn important® prepa- 
ratfvo para a demonstrapao final. 

Esta circunstdncia apresenta um aspecto paradoxal. A segunda afirmativa d 
mais forte e implies imediatamente na primeira. Enquanto isto, a primeira afirmati- 
va, mais "nebufosa", dificilmente poderia implicar na segunda, mais precisa. Assim, 
d mais fdcH dominar o teorema mais forte do que o mais fraco. Nisto consiste o 
PARADOXO DA INVENgAO. 

Jd o viu antes? £ possfvel que jd tenhamos resolvido antes o mesmo problems 
que ora nos d apresentado, ou ouvido falar dele, ou encontrado um problems muito 
semelhante. Estas sSo possibilidades que n£o devemos deixar de examinar. Tentemos 
iembrar do que ocorreu. o viu antes ? Ou }4 o viu sob uma forma iigeiramente di- 
ferente? Mesmo que as respostas sejam negstivas, tais indagapdes podem dar infeio d 
mobilizapdo de conhecimentos uteis, 

A indagapao do tftulo deste artigo d muitas vezes feita com um sentido mais 
geraL Para obter a solupdo, temos de extrair da mem6ria elementos relevantes, temos 
de mobilizar fragmentos latentes de nosso conhecimento 1PROGRESSO E CONSECU- 
gAoK Nao podem os, naturalmente, saber de antemdo quais desses fragmentos laten- 
tes serao relevantes, mas hd certas possibilidades que nSo podemos deixar de exa- 
minar. Assim, qualquer aspecto do problems presente que tenha desempenhado um 
papel na solupao de algum outro problems poderd ser de novo util. Portanto, se 
qualquer aspecto do problema presente nos parecer de possfvel import&ncia, devemos 
tentar reconhecd-lo, O que 6? Conhece-o? J& o viu antes? 

Leibnitz, Gottfried Wilhelm (1646-1716), grande matemdtico e fi!6sofo, pen* 
sou em escrever uma "Arte da Invenpdo", mas nunca chegou a realizar este seu inten- 
to. Numerosos fragmentos dispersos em sua obra revelam, pordm, que ele mantinha 
iddias muito valiosas sobre o assunto, cuja importdncia foi muitas vezes por ele real- 
pada. Assim, escreveu Leibnitz: "Nada 4 mais importante do que observar as origens 
da invenpdo, as quais $So, na minha opinido, mais interessantes que as priprias in- 
verses", 

Lema quer dizer "teorema auxiliar" A palavra d de origem grega e a sua tra- 
dupdo literal seria "que se admite". 

Suponha-se que procuramos demonstrar o teorema A Somos tevados a crer 
em um outro teorema B; se B for verdadeiro poderemos, talvez, demonstrar A. 


Admitimos B provisoriamente, deixando para mais tarde a sua demonstrapao, e 
proseguimos com a demonstrapao de A Assim, B d admitido como um teorema 
auxiliar do teorema proposto A Esta breve descripdo d razoavelmente tfpica e ex pli- 
ca o atual significado da palavra "lema". 

NotapSo. Para sentir as vantagens de uma notapao bem escolhida e bem conhe- 
cida, bastard tentar somar alguns numeros nao muito pequenos, com a condipdo de 
ser vedado o uso dos algarismos ardbicos cornu ns, mesmo que se permits a utiliz;apao 
de algarismos romanos. Tomem-se, por exemplo, os ntimeros MMMXC, MDXCVI, 
MDCCLXXXI, MDCCCLXXXVI I. 

Nao 6 possfvel exagerar a importdncia da notapdo matemdtica. Os computa- 
dores modernos, que usam a notapao decimal, apresentam uma grande vantagem 
sobre os antigos, que nao dispunham desta maneira conveniente de escrever os ntime- 
ros. Um estudante de curso mddio atualmente, que conhece a notapao usual da Alge- 
bra, da Geometria Anah'tica e do Cdfculo Diferenctal e Integral, leva uma imensa 
vantagem sobre os matemdticos gregos na resolupdo de problemas de dreas e volumes, 
que exercitaram o genio de Arquimedes. 

1. A fala e o pen sa men to estao intimamente relacionados, pois o uso das pa- 
lavras ajuda a pensar. Certos flldsofos foram um pouco aldm e afirmaram que o 
uso das palavras £ indispensdvel ao uso do raciocfnio. 

Esta ultima afirmativa parece, no entanto, de certa forma exagerada. Se tiver- 
mo$ alguma experience de trabalho matemdtico sdrio, saberemos que e possfvel 
raciocinar profundamente sem o auxflio de quaisquer palavras, apenas pela obser- 
vapao de figuras geomdtricas ou pela operapdo de sfmbolos algdbricos. Figuras e sfm- 
bolos estao intimamente relacionados com o raciocfnio matemdtico, o seu emprego 
auxilia o raciocfnio. Poderfamos aprofundar aquela afirmativa um pouco estreita de 
filosofos e filologos trazendo as palavras para o grupo dos signos e dizendo que o 
uso de signos parece indispensavei ao exerefeio do raciocfnio, 

De qualquer maneira, o uso dos sfmbolos matemdticos d semelhante ao uso 
das palavras. A notapdo matemdtica a parece como uma espdeie de linguagem, une 
fangue bien faite , uma linguagem bem adaptada ao seu objetivo, concisa e precisa, 
cujas regras, ao contrdrio do que ocorre com as regras da gramatica corrente, nao 
sofrem excepoes. 

Se aceitarmos este ponto de vista, o equacionamento surge como um tipo 
de tradupdo, tradupdo da linguagem corrente para a linguagem dos sfmbolos 
matemdticos. 

2. Certos sfmbolos matemdticos como +, — , = e diversos mais tdm um 
srgnfficado tradicionaf estabelecido, pordm outros sfmbolos, como as minuscules e 
maiusculas dos alfabetos romano e grego, $do usados com diferentes significados em 



problemas diferentes. Quando nos defron tamos com urn novo problema, devemos es- 
co l her certos sfmbolos, devemos adotar uma notagao adequada. Alguma coisa de 
semelhante ocorre na linguagem corrente. Muitas palavras s Bo usadascom diferentes 
sentidos em contextos diferentes; quando a precisfc for importante, devemos esco- 
lher cuidadosamente as palavras. 

Um passo import ante na resolupfo de um problems § a escolha da notapao. 
Ela deve ser feita cuidadosamente. O tempo rnicialmente dispendido em escolher a 
notapao pode muito bem ser compensado mais tarde, pois evitamos com isto hesita- 
poes e confusdes. AI6m do mais, ao escolhermos cuidadosamente a notapao, teremos 
de pensar detidamente nos elementos que precisam ser denotados. Assim, pela escolha 
de uma notap£o adequada, podemos dar uma contribuipSo essencial & compreensao 
do prbprio problems. 

3. Uma boa notapao deve ser inequlvoca, fecunda, facil de lembrar; eta deve 
fugir de segundos sentidos prejudicial e aproveitar os segundos sentidos uteis, A 
ordem e a conexao dos signos devem sugerir a ordem e a conexSo das coisas. 

4. Os signos devem ser, antes de tudo, inequivocos, f: inadmissfvel que o 
mesmo sfmboio sirva para denotar dois objetos diferentes na mesma questao. Se, na 
resolupao de um problems, uma certa grandeza for denominada a , dever-$e-6 evitar 
chamar, no mesmo problema, qualquer outra coisa de a , Naturalmente, nada impe- 
de que se use essa letra com um sentido d if e rente num problema dife rente, 

Em bora seja vedado o uso do mesmo sfmboio para objetos diferentes, £ admis- 
sfvel o uso de srmbolos diferentes para o mesmo objeto. Assim, por exemplo, o pro- 
dutode a e b pode ser escrito. 

a x b a * b ab. 

Em atguns casos, hi vantagens em usar dois ou mais diferentes signos para o mesmo 
objeto, mas tais casos exigem um cuidado especial. Geralmente, 4 melhor usar somen- 
te um signo para cada objeto e em caso algum devemos usar arbitrariamente signos 
diversos, 

5. Um bom signo deve ser fdcil de lembrar e Weil de reconhecer; o signo deve 
imediatamente lembrar-nos do objeto e o objeto, do signo. 

Um recurso simples para tornar os signos facilmente reconhecfveis 6 usar 
iniciais como sfmbolos. Por exemplo, na sepSo 20, denotamos por r a razao de va- 
riapao; por t o tempo; por V o volume. Assim, na mesma sepao 20, tivemos de con- 
siderar um raio, mas nSo nos foi possfvel chamd-lo de r porque esta letra jd houvera 
sido tomada para denotar uma razao. H&, ainda, outras restripoes A escolha dos signos 
e outros meios para tornd-los facilmente reconhecfveis, os quais serSo em seguida 
tratados. 

6. Quando a ordem e a conexio dos signos sugerem a ordem e a conexao dos 
objetos, a notapSo torna-se n§o s6 prontamente reconhecfvel como tamb^m parti- 
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cularmente util para auxiiiar a concepgao do problema. Diversos exemplos fazem-se 
necessdrios para ilustrar este ponto. 

(I) Para denotar objetos prbximos em nossa conceppao do problema, utili- 
zamos letras que ficam alfabeticamente prbximas. 

Por isso, geralmente usamos letras iniciais do alfabeto, tais como a, b, c, para 
dados ou constantes, e letras finals do alfabeto, tais como x t y t z, para incdgnitas 
ou varidveis. 

Na sepao 8, usamos a t b t c , para denotar os dados comprimento, largura e 
altura de um paralelepfpedo. Nessa ocasiao, a, b f c foram preferfveis £ notapao pelas 
iniciais c r t f a. As trg$ dimensoes lineares desempenham a mesma funpao no proble- 
ma, o que ficou realpado pelas letras sucessivas. Al£m disso, as letras iniciais do al- 
fabeto, a r b f c t sao, como acabamosde observar, as mais usadas para denotar grande- 
zas dadas. £ possfvel que, em alguma outra circuristSncia, onde as tres dimensdes 
desempenhem pap£is diferentes e seja importante saber quais seriam as dimensoes 
horizontais e qual a vertical, as notapoes c r \ t a f houvessem sido preferfveis. 

(II) Para denotar objetos da mesma categoria, geralmente escolhemos letras 
do mesmo alfabeto, usando diferentes alfabetos para categorias diferentes. Assim, 
na Geometria Plana geralmente adotamos: 


Maiusculas roman as, como A, 8, C, para pontos, 

Minuscutas romanas, como a, b f c para linhas, 

Minusculas gregas, como a, (J, j para angulos. 


Quando houver dois objetos da mesma categoria que apresentem entre si uma 
relap£o particular, de relevSncia para o problema, podemos escolher, para denoU-los, 
letras correspondentes, tais como A e a, B e b f assim por diante. Um exempto 
conhecido £ a notapao habitual para um triSngulo: 

A f B t C denotam os vertices, 
a r b, c denotam os lados, 
a y denotam os angulos. 

Fica entendido que a 6 o I ado oposto ao v6rtice A e o angulo em A 6 a. 

(Ill) Na sepao 20, as letras a, b f x, y foram particularmente bem escolhidas 
para indicar a naiureza e a conexao dos elementos denotados. As letras a, b lem- 
bram que as grandezas denotadas sao constantes; x t y indicam varidveis; a precede 
b assim como x precede y, o que sugere que a relapao ex i stent e entre a e b 6 a 
mesma que exists entre x e y. De fato, a e x s£o horizontais, b e y sao ver- 
tical e a b — x:y. 

7. A notapao ^ 

A ABC - A EFG 
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indica que os triangulos em questao sao semelhantes. Nos livros modernos, a fbrmu- 
la revela ainda que os vertices $e correspondem na ordem em que estao escritos, 
A a E r 8 a F t C a G. Nos livros maisantigos, esta convengao ainda nao era ado- 
tada; o leitor tinha de othar a figura ou lembrar a derivagao para verificar a correspon- 
ds nci a entre os vertices. 

* 

A notagao moderna 6 preferfvel, pois ela permite tirar conclusoes sem ver a 
figura. Assim, com seu auxflio, podemos concluir que 

LA = LE 

AB ; BC = EF : FG 

e estabelecer outras relates do g&nero. A notagSo antiga £ menos expressiva e nao 
proportions tais condusoes definitivas. 

Uma notagao que exprime mais do que uma outra pode ser considerada mais 
fecunda, A notagao moderna para semelhanga de triangulos 6 mais fecunda do que 
a antiga, pois reflate melhor a ordem e a conexao dos elementos e, por i$to, proper- 
dona maior ntimero de conclusdes do que a notagao antiga. 

8. As palavras tem segundos sentidos. Cert os oontextos em que uma pa lavra 
£ usada com frequencia acabam por influences, acrescentando ao seu sentido ori- 
ginal algum matiz, ou segundo sentido, ou "conotagao". Quando escrevemos cuida* 
dosamente, procuramos escolher, dentre as palavras que tem quase o mesmo signifi- 
cado, aquela cujo segundo sentido mais se adapta ao caso. 

Algo semelhante se passa com a notagao matemdtica. At£ mesmo os sfmbolos 
matemdticos podem adquirir, dos contextos em que forem muito usados, uma esp£- 
cie de segundo sentido. Para escolher com cuidado a nossa notagSo, temos de levar 
em conta esta circunstSncia. Exempt if iquemos. 

H£ certas letras que adqutriram urn significado tradicional firmemente arrai- 
gado. Assim r a geralmente denota a base dos Jogaritmos naturals; / £ V— T, a uni- 
dade imagingria, e tr e a relagao entre a circunferencia do cfrculo e o di£ metro. 
De um modo geral, £ prefer I ve I s6 usar estes sfmbolos no seu significado traditional. 
Se usarmos um deles com um outro sentido, o seu significado tradicional poder£ 
ocasionalmente interferir ou causar embaragos e enganos. I: verdade que segundos 
sentidos desta e$p£cie causam menos prejufzos aos principiantes, que ainda nao 
estudaram muitas mat£rias, do que aos matem£ticos, que devem ter experiencia su- 
ficiente para Jivrar-se de inconvenientes desta natureza. 

0 segundo sentido dos sfmbolos pode tamb£m ser util, at£ mesmo muito util, 
se for tratado com habilidade. Uma notagao usada em ocasioes an ter tores pode aju- 
dar-nos a relembrar algum procedi men to aproveit&vel; £ evidente que devemos ter o 
necess£rio cuidado de separar claramente o significado presente (primgrio) do sfm- 
bolo do seu significado anterior (5ecund£no). Uma notagao habitual [como a notagao 


tradicional para as partes de um tri£ngulo mencionada em 6(11) acima] a presen ta 
grandes vantagens; ela pode nos auxlliar a relembrar v£rios procedlmentos em que foi 
anteriormente usada. Lembramo-nos de fbrmulas por meio de alguma notagSo habi- 
tual. Naturalmente, £ preciso tomar as devidas precaugoes quando, por circun stand as 
especiais, somos compelidos a usar uma notagao habitual num contexto d if e rente do 
usual 

9. Quando temos de escolher entre duas notagfles, um motivo pende para 
uma delas e um outro motivo pende para a outra. Preci samos de experiencia e de cri- 
t£rio para escolher a notagao mais adequada, do mesmo modo que precisamos dessas 
mesmas qualidades para escolher as palavras mais apropriadas. E bom, no entanto, 
conhecer as vantagens e desvantagens descritas nos par£grafos precede ntes. De qual- 
quer manetra, devemos escolher culdadosamente a notagao e ter uma boa razao 
para tal escolha, 

10. Nao apenas os piores alunos da turma, mas at£ estudantes bem inteligentes, 
podem ter aversao £ Algebra. Ha sempre alguma coisa de arbitrario e artificial numa 
notagao e o aprendizado de uma nova notagao constitui uma sobrecarga para a me- 
mbrla. O estudante inteligente recusar£ aceitar esse onus se ele nefo notar nisso 
nenhuma compensagao. A sua aversao pela Algebra se justificar£ se nao Ihe for dada 
ampla oportunidade para que ele se convenga, por sua propria experi§ncia, de que a 
linguagem dos sfmbolos matemtfticos ajuda o raciocfnio. Auxili£-lo nessa experiencia 
constitui uma das mais importantes tarefasdo professor. 

Digo que £ uma tarefa importante, mas nao que ela seja fact I. As observagdes 
precedentes podem ser de alguma utilldade. Ver tamb£m EQUACIONAMENTO. A veri- 
ficagao de uma formula pela discussao detalhada dos seus elementos pode ser reco- 
mendada como um exerefeio particularmente instrutivo; ver segSTo 14 e £ POSSIVel 
VERIFICAR O RESULTADO? 2. 

O futuro matematico dever£ ser um h£bil solucionador de problemas, mas 
nSo s6 isto. Oportunamente, ele ter£ de resolver serios problemas matem£ticos e, 
primeiro, dever£ descobrir para que tipos £ mais bem dotado. 

Para ele, a mais importante parte da sua atividade £ o retro spec to da resolugao 
completa. Ao verificar como trabalhou e a forma final da resolugao, poder£ encontrar 
uma infinita variedade de coisas a observar. Podera meditar sobre a dificuldade do 
problema e sobre a id£ia decisiva, poder£ tentar identificar tanto o que Ihe trouxe 
dificuldades como o que o auxiliou. Podera procurar ideias simples, intuitivas: 
£ possfvei vS-fo num relance? Poder£ comparer e estabelecer m£todos diversos: 
£ possfvei chegar ao resultado por um caminho diferente ? Poder£ tentar esclarecer 
o problema com para ndo-o com outros ja resolvidos anteriormente e inventar novos, 
que possam ser resolvidos com base no que acaba de resolver: £ possfvei utilizer o 
resultado f ou o metodo , em algum outro problema? Ao digerir os problemas que 



solucionou de forma tSto completa quanto foi capaz, ele poderd adquirir urn co- 
nhecimento bem ordenado, pronto para ser utilizado. 

0 futuro matemdtico aprende, como todos, pela imitagSo e pela prdtica. 
Ele deverS procurer, para i mi tar, omodelo certo. Deverf observar o professor que o 
estimula a oompetir com um colega capaz. Af entSo, o que 6 mais importante, 
ele deverd ter, nSo s6 os livros adotados, mas tambdm os bons a u tores, atd encontrar 
um deles cujas caracterfsticas esteja naturalmente inclinado a imitar. Deverd apreciar 
e procurer aquilo que Ihe parece simples, instrutivo ou belo. Deverd resolver pro- 
blemas, escolhendo os mais ao seu feitio, e inventar novos. Por estes meios, e todos 
os outros meios r deverd esforgar-se para fazer a sua primeira descoberta importante: 
ele deverd descobrir os seus gostos e as suas aversdes, a sua prbpria predilegSo. 

O letter inteligente de um livro de Matemdtica deseja duas coisas: 

Primeiro, verificar se o presente passo do argumento estd cor re to; e 

Segundo, compreender o objetivo desse passo. 

0 ouvinte inteligente de uma aula de Matemdtica tem os mesmos desejos. 
Se ele n&> conseguiu verificar que aquele passo do argumento estd correto e atd 
suspettar que, possivelmente, esteja incorreto, poderd protestar e fazer uma per 
gunta. Se nao puder perceber nenhum objetivo nesse passo, nem suspeitar de nenhuma 
justificative para o mesmo, ele dificilmente conseguird, sequer, formular uma objegao 
clara, ndo protestard, ficard apenas desanimado e enfadado e perderd o fio do ar- 
gumento. 

0 autor e o professor inteligentes devem ter tais pontos em mente. £ certa- 
mente necessdrio escrever e falar com correto, mas nao d suficiente. Uma dedugdb 
corretamente apresentada no livro ou no quadro-negro pode ser inaccessfvel e pouco 
instrutiva se o objetivo dos passos sucessivos for incompreensfvel, isto d, se o leitor, 
ou o ouvinte, nSfo conseguir entender como foi possi'vel encontrar o argumento, 
se ele nSo for capaz de obter da apresentagao nenhum indi'cio que Ihe sirva para 
encontrar por si s6 o argumento. 

As indagagoes e sugestoes da nossa lista podem ser uteis ao autor e ao professor 
por frisarem o objetivo e a motivagao do argumento. Particu larmente fitii a este 
respeito d a indagagao: UTILIZOU TODOS OS DADOS? 0 autor, ou o professor, podera 
mostrar, com o seu auxflio, uma boa razao para levar em consideragab um dado que 
at6 af n So fora utilizado. 0 leitor, ou o ouvinte, poderd usar a mesma indagagao 
para compreender a razao que levou o autor, ou o professor, a considerar tais e tais 
elementos, e sentir que, ao fazer a pergunta, poderia ter, ele proprio, descoberto 
este passo do argumento. 

O professor de Matemdtica tradicional d distrai'do. Geralmente aparece em 


publico com um guarda-chuva perdido em cada mdo. Prefere ficar de f rente para o 
quadro-negro e dar as costas ao auditorio, Escreve a, diz b t quer dizer c, quando 
deveria ser d. Alguns dos seus ditos s£6 passados de geragdo a geragdo. 

"Para resolver esta equagao diferencial, basta olhar bem para ela atd que 
Ihe ocorra uma solugdo." 

"Este princi'pio d tao perfeitamente gendrico que d impassive I aplicd-lo a 
qualquer caso particular." 

"A Geometria d a arte de raclocinar corretamente sobre figuras incorretas." 

"0 meu metodo para superar dificuldades d contornd-las." 

"Qua I d a diferenga entre um mdtodo e um artificio? Um metodo d um arti- 
ffeio que se usa duas vezes." 

No final das contas, e sempre possi'vel aprender alguma coisa com o professor 
tradicional. Tenhamos a esperanga de que o professor de MatemStica com o qual 
nada se possa aprender nib se torne tradicional. 


0 solucionador de problemas inteligente muitas vezes faz a si prbprio inda- 
gagdes semelhantes d$ const antes da nossa lista. Talvez tenha, ele mesmo, descoberto 
perguntas desse tipo ou, tendo ouvido de outrdm uma tal pergunta, haja por si 
descoberto a sua utilizagao apropriada. Possivelmente ele nao tem conscidncia de 
que repete sempre a mesma indagagao estereotipada. Ou a indagagao d sua favorita: 
ele sabe que ela d parte da sua atitude mental apropriada a uma determinada fase 
do seu trabalho e assume a atitude certa ao fazer a indagagao certa. 

0 solucionador de problemas inteligente poderd achar uteis as indagagSes 
e sugestoes da nossa lista. Poderd bem compreender as ex plica goes e os exemplos 
que i lust ram uma certa indagagao, poderd perceber a utilizagao adequada da pergunta. 
Mas nao poderd ter plena compreensao atd que se defronte, no seu proprio trabalho, 
com o procedi me nto que a indagagao procura provocar e, verrficando por experidneia 
prbpria a sua utilidade, descubra por si mesmo a utilizagao apropriada da pergunta. 

0 solucionador de problemas inteligente deverd estar preparado para fazer 
todas as indagagoes da lista, mas ndo deverd fazer nenhuma delas a menos que seja 
levado a isso pelo exame cuidadoso do problema que se apresenta e pelo seu prbprfo 
discernimento isento. Defato,ele mesmo deverd verificar sea presente situagaoeou nSo 
suficientemente semelhante a umaoutraemqueviu a indagagdo aplicada com sucesso. 

0 solucionador de problemas inteligente procura, antes de tudo, compreender 
o problema tanto quanto possiVel completa e claramente. Isto nao d, no entanto, 
suficiente: d preciso que ele almeje sinceramente chegar d solugao. Se nSTo tiver 
um real anseio de resolver o problema, serd melhor deixd-lo de lado. O verdadeiro 
segredo do sucesso consists em consagrar toda a sua personalidade ao problema. 



Pappus, grande matemftico grego, viveu provavelmeme em torno do ano 300 
de nossa era. No Livro VII, das suas Collections, Pappus descreve um ramo de 
estudo que ele chamou de analyomenos. Podemos traduzir este nome por "Tesouro 
da An4lise", ou "Arte de Resolver Problemas" ou, mesmo, "Heurlstica". Esta ultima 
denominate parece aqui preferfvel. Segue-se uma versao livre do texto original: 

"A chemada Haurfetica 6, am suma. um corpo especial de doutrina para uso daqueles 
que depoi, da terem estudado os Elememo. comuns, dasejam adquirir a cepacidade de 
resolver problemas matemdticos . somente serve para este fim. £ resultado do trabalho 
da trts homem: Euclidas. o autor dos Elementos, Apolonio de Perga e Aristeu, o Amigo 

fcia ensina os procedimentos da anitise e da smtese. 

"Na an6li$e, comegamos por aquilo de que se precise e que admitimos como carto • 
extrafmos consequincias disso e consequent das consequents at i chegarmos a um ponto 
que podemos user como de partida da smtese. Porqu. na anSlise admitimos que o que precise 
»r feito H o fo. (o que se procure j 6 foi encontrado, o que se tern a demonstrar 6 verdadairo) 
^dagamos de qual antecedents poderi ser deduzido o resultado desejado; em seguida. irv 

‘ ,Ual PM * r ° antaced<m,e da *« a a«im por diame. a* 

hejprmos fmalmente a algo que j i conhecemos ou que admitimos como verdadeiro. A este 

procedimento chamamos anjtise, ou regressed ou raciocfnio regressivo. 

fln ,”“ aS " a * fnWse ’ invertendo o processo, panimos do Oltimo ponto a que chegamos na 
' d " qu,to ** I* sabemos ou admitimos como verdadeiro. Disso deduzimos o que o 
P«««teu na anSI.se e continuamos a fazar deduces at< que, percorrendo o mesmo caminho 
no outro sentrdo. conseguimos finelmente chagar aonde quenamos. A este procedimento 
chamamos smtese, ou rasolugao construtiva ou raciocinio progressive. 

a ■ i'j ITi M d0 “ * ,po * d9 an4l, * a; um. * e anilise da "problemas de demonstrate." e visa 

We^aTncIn? ° ‘ d °* " prob,emas de *terminato". 

puo visa a encontrar as ir>c6gnitas. 

um Ha 1 ”** d * Um problema * demonstracSo’’, tBmos de demonstrar ou rafutar 

Ts ZT 7 m T t8 aflUnCiad0 A - NS ° ” btm * ainda *• * * verdadeiro ou false 
-«22Zr. ,r ° Utr0 ‘'O™^ *' dB * Um outro C • *s*im sucessivamente' 

Sa L for U IT 0 ,BOr8ma L ‘ acerca d0 dual tamos um conhecimento definitive. 

vwlvais A^rtir** /. “ mWm ° deide que tode * » nos5as dedugoes forem con- 
1 *' queprewdeu L na s n4lise e, procedendo 

da^mesrrw manaira, rvtrocedemos: de C demonstmmos It. de a demonstremos A eessim 

chegamos so nosso objetivo. Se. portfm L for false, teremos demonstrado que A i false 

* zsz ? um ,,p r b,ema da determina?a ‘°"‘ tam °* * ««"»» 

au. alounT^ «"*««»"te daramanta enunciada. NSo sabemos ainda se 6 possfvel 
x *Z,r Z'T °" 030 * condicionan »- Mas. admitindo que hi um valor da 
un^ JTJ * C ° nantt ' d#la deduzimos uma outra incbgnita y que tern de satisfezer 

rL^ZZIILT^K 6 " ' — « nova incdgnjta 

8 Uma ^ inc69nita * qua P^ernos encontrar 
s de ^r^" ^ S# r8almente hOUVBr u " ' »tisfapa a condicionante 

- a ? Wm “ m J qU * * at, * fari a condicionante original, desda qua 

naira mrZZTTf 7^"'“ Pr8C#d8U ' na an4lise; procedendo da mesma ma- 
S« POrtm TlaT.! fma,menta ' opnh « a " d P Pbtemo, x, que a o nosso objetivo. 
a x nao tern solugfo"!'*'’ ^ ^ ‘ ° 0nt,,C,0nante imposta a '• ° Problema relative 
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Nao devemos esquecer que esta citapao nao 6 uma tradup^o literal e sim uma 
versao livre, uma pardfrase * Diversas diferengas que existem entre esta pardfrase 
e o original merecem alguns coment^rios, pois o texto de Pappus ^ muito import ante 
por v5rio$ motivos. 

1. A nossa pardfrase usa uma terminologia mais definitiva que o original 
e introduz os sfmbofos A, B r ... L t x t /, que nSo aparecem no originaL 

2. A par&frase diz (pdg. 104, linha 8) "problemas matemiticos", onde 
no original aparece "problemas geom6trico$'\ Isto destaca que os procedimentos 
descritos por Pappus nao estao, de modo algum, restritos a problemas de Geometria. 
De fato, eles n§o se restringem nem mesmo a problemas da Maternities, Passamos 
a ilustrar esta afirmagao por meio de exemplos, pois F nesta questao, a generalidade 
e a independence do assunto especifico sffo de grande importincia (ver a se^ao 3). 

3. Exempto afgdbrico. Determinar o valor de x que satisfaz a equagao 

8(4 X + 4^ x ) — 54(2 X + 2~ x ) + 101 =0. 

Trata-se de um "problema de determ inagao" nao muito ficil para um principiante, 
Ele precisa estar familiarizado com a idiia da anilise. Nao ( h evidente, com a palavra 
"anilise", mas sim com a idiia de chegar ao objetivo pela reduglo sucessiva. Alim 
disso, tem de conhecer os tipos mais simples de equagdes. Mesmo com alguns co- 
nhecimentos, € precise surgir uma boa id^ia, um pouco de sorte, um pouco de 
invengSo, para observar que, como 4 X = (2 X ) 2 e 4"* = (2 X )“ 2 I pode haver van- 
tagens em introduzir 

y = 2*. 

Ora, esta substltulgao 6 realmente vantajosa, pois a equagao em y assim obtida 

8 (^*^)-64(k^)»1°1 =0. 

parece mais simples do que a equagao original. Mas nao terminou a nossa tarefa. 
£ precise uma outra pequena invengao, uma outra $ubstituig£o 

1 

z = Y + — 

Y 

que transforma a condicionante em 

8 z 1 - 54 z + 85 = 0. 

Aqui cessa a andlise, desde que o solucionador do problema saiba resolver uma 
equagao do segundo grau. 
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Em que consiste a sfntese? Em executar, passo a passo, os cdlculos cuja pos- 
sibilidade foi indicada pela andlise. 0 solucionador nSo necessita de nenhuma outra 
id4ia para concluir a resolugao, apenas de alguma paciSncia e de atengfto ao calcular 
as vdrias incbgnitas. A ordem dos c&lculos 4 inversa 4 ordem da invengao: primeiro 
calcula~se z (z = 5/2, 17/4), em seguida y [y — 2, 1/2, 4, 1/4) e, finalmente, 
a* incdgnita originalmente procurada x (x = 1, —1, 2, —2), A sfntese retrocede 
pelos passos da andlise e, por este exemplo, 4 fdcil de ver porque assim 4. 

4. Exetnp/o n$o-matem$tico. Um homem primitivo deseja atravessar um 
riacho, mas nSo pode faz4-lo da maneira habitual porque o nfvel da dgua subiu 
desde a v4spera. Por isso, a travessia tornou-se o objeto de um problema: "a travessia 
do riacho" 4 o x deste problema primdrio. O homem pode lembrar-se de j4 ter 
atravessado algum outro riacho por uma drvore cafda. Ele procura ao redor uma 
drvore cafda que Ihe sirva, a quat $e torna a sua nova incdgnita, o seu y . 0 homem 
n£o en contra nenhuma nessas condigoes, mas hd muitas drvores em p4 4 margem 
do riacho; ele deseja que uma delas caia. Ser-lhe-ia possfvel fazer uma drvore cair 
atravessada sobre o riacho? Surgem uma grande iddia e uma nova incdgnita; por 
que meios poderia o homem derrubar a drvore por sobre o riacho? 

Esta sequencia de iddias deve chamar-se andlise, se aceitamos a term mo l o- 
gia de Pappus. Se o homem primitivo conseguir concluir a sua andlise, ele poderd 
tornar-se o inventor da ponte e do machado. Qual serd a sfntese? A tradugao das 
iddias em agoes, 0 ato final da sfntese serd a passagem do homem por sobre a dr- 
vore atravds do riacho. 

Os nossos objetos comparecem na andlise e na sfntese; eles exercitam o ra- 
ciocfnio do homem na andlise e os seus musculos na sfntese. A andlise consiste 
em pensamentos; a sfntese, em atos. Hd uma outra diferenga: as respectivas ordens 
sao inverses. A travessia do riacho 6 o primeiro desejo, do qual parte a andlise, 
e 6 o ultimo ato, com o que se conclui a sfntese. 

5. A pardfrase indica, com um pouco mats de clareza do que o original, a 
conexdo natural que existe entre andlise e sfntese, a qual se evidencia pelos exemplos 
precedentes. A andlise vem natural me nte em primeiro lugar, a sfntese vem depois; 
a andlise 4 invengao e a sfntese, execugao;* andfise consiste em conceber um piano 
e a sfntese , em execut&io. 

6. A pardfrase preserve, e mesmodd enfase, a certas frases curiosas do original: 
"admitindo que o que precisa ser feito jd o foi, o que se procura jd foi encontrado, 
o que se tem a demonstrar 4 verdadeiro" Lsto 4 paradoxal, pois nao estaremos 
iludindo a n6s prbprios ao admitirmos que o problema que temos a resolver jd estd 
resohrido? lsto 4 confuso, o que quer dizer? Se considerarmos atentamente o 
contexto e procurarmos honestamente compreender a nossa prbpria experidncia 
na resolugao de problemas, ndb haverd duvidas quanto ao significado. 
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Consideremos, primeiro, um, "problema de deter minagfo", Chamemos a 
incbgnita de x e os dados de a t b t c, "Admitir o problema como resol vi do" sig* 
nlfica presumir que haja um objeto x que satisfaz a condicionante — isto 4, cujas 
relagoes com os dados a, b r c sao aquelas impostas pela condicionante, Esta supo- 
sigdo 4 felta apenas para dar infcio 4 andlise, 4 provis6ria e a nada prejudice, Porque, 
se n$o houver um tal objeto e se a andlise nSo nos levar a parte alguma, na certa 
chegaremos a um problema final insoluvel, o que evidenciar4 que o nosso original 
ndo tem sotugao. A suposigao 4, portanto, utiL Para examinarmos a condicionante, 
temos de conceber, de representar para n6s mesmos, ou de visualizar geometri- 
camente, aquelas relagoes entre x e a, b t c impostas pela condicionante. Como 
entSo poderfamos fazer isto sem conceber, representar ou visualizar x como existen- 
te? Finalmente, a suposigao 4 natural. 0 homem primitivo, cujos pensamentos e atos 
comentamos no item 4, imagtna-se a atravessar o riacho andando por sobre uma drvo- 
re cafda, antes de realmente poder faz4-lo: ele v4 o seu problema "como resolvido" 

0 objeto de um "problema de demonstragao" 4 demonstrar um determinado 
teorema A. 0 conselho de "admitir A como verdadeiro" 4 apenas um convite 
a tirar conclusdes sobre o teorema A , embora nao o tenhamos ainda demons- 
trado. As pessoas que tem um certo cardter mental e uma certa filosofia podem 
recusar-se a tirar conclusoes de um teorema ainda nao demonstrado, mas elas $er£o 
incapazes de dar infcio a uma an4li$e (ver FIGURAS, 2) 

7. A pardfrase emprega duas vezes a importante frase "desde que todas as de- 
dugoes forem conversfveis" {pdg. 104 linhas 31.2 e pdg. 104 Iinhas42.3). Trata-se de 
uma interpoJag£o, pois no original nada disso aparece e a falta de uma tal ressalvatem 
side observada e criticada nos tempos modernos. Para uma nogao de "redugSo 
conversfvel", ver PROBLEMA auxiliar, 6. 

8. A andlise de "problemas de demoostragdo" 4 descrita na pardfrase com 
palavras muito diferentes daquelas usadas no original, mas sem alteragao do sentido; 
pelo me nos, nao houve intengao de alterar o sentido original. A an£Eise de "proble- 
mas de determ inagefa" 4, no entanto, explicada muito mais ob/etivamente na parS- 
frase do que no original. Este parece ter visado 4 descrigao de um procedimento algo 
mais gen4rico, qual seja o prepare de uma cadeia de problemas auxffiares equiva- 
ientes, que 4 abordada em PROBLEMA AUXILIAR, 7. 

9. Muitos livros elementares de Geometria contem algumas observagoes 
sobre an4lise, sfntese e "admitindo o problema como resolvido". Nao h£ duvida que 
esta tradigao quase inextirp4vel remonta a Pappus, embora dificilmente se encontre 
um livro did4tico atual cujo autor revele qualquer con heci memo direto de Pappus. 
0 assunto 4 bastante importante para ser mencionado em livros elementares, mas 4 
tamb4m facilmente mal compreencfido. Basta a circunstSncia de que ele se restringe a 
livros de Geometria para mostrar a atual falta de compreens£o (ver comentdrios 
no item 2, acima). Se estes comentdrios puderem contribuir para melhor compre- 
ensdb deste assunto, a sua extensao ficard plenamente justificada. 


107 



Para um outro exemplo, de um ponto de vista dife rente, e mais comen- 
t£rios, ver REGRESSAO. 

Comparer tamb£m com oeMqnstraqAg POR ABSURDO e demonstraqAo 
INDIRETA . 

Paradoxo da invengao. £ possfvel qua, quanto mais ambicioso for o piano, 
maiores sejam as suas probabiltdades de sucesso. 

Esta afirmagao parece paradoxal. No entanto, quando passamos de um proble* 
ma para outro, muitas vezes observamos que £ mais fdcil Ildar com o novo problema, 
mais ambicioso. I: possfvel que seja mais fdcil responder a muitas perguntasdo que a 
uma s6. 0 teorema mais abrangente pode ser f£crl de demonstrar; o problema mais 
gen£rico, mais fdcil de resolver. 

O paradoxo desaparece se examinarmos mais de perto alguns exemplos 
(ver GENERALIZAQAO, 2; INDUCAo E INDUQAo MATEMATICA , 7). 0 piano mais 

ambicioso poderd ter maiores possibilidades de sucesso, desde que ele nao esteja 
baseado em simples pretensSo, mas sim na visao de coisas para al£m daquelas ime- 
diatamente proximas. 

Parttculartzagao £ a passagem da consideragao de um dado conjunto de ele- 
mentos para a consideragao de um conjunto maior, ou para a de apenas um dos 
elementos contidos no conjunto dado. A particularizagao revela-se, muitas vezes, 
util na re$o1ug£o de problemas. 

1, Exemplo. Num triangulo, sejam r o raio do cfrculo inscrito; ft o raio 
do cfrculo cinscunscrito e H a maior altura. Nessas condigdes 

r + ft<ft. 

Temos a demonstrar (ou a refutar) este teorema,* Temos assim um "problema 
de demonstragfo". 

0 teorema proposto £ incomum. NSo nos lembramos de nenhum teorema 
relativo a trtingulos que tenha uma semelhante conclusao. Se nada mais nos ocorrer, 
poderemos verificar algum caso particular desta estranha afirmativa. Ora, o mais 
conhecldo triangulo particular £ o equil£tero, para o qual 


de mode que, neste caso, a afirmativa est£ correta. 

* Do American Mathematical Monthly, vol. 50 {1343), pfig. 124 a vol. 51 (1944), 
pigs. 234-236. 
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Se nSo surgir outra id£ia, poderemos verificar o caso particular mais amplo 
do triangulo isdsceles. A forma deste varia com o Ingulo do vlrtice e hi doiscasos 
extremos (ou limites); um, no qual aquele Angulo se reduz a 0°, e o outro em que o 
angulo se torn a 180°. No primeiro caso extremo, a base do trilngulo isbsceles 
desaparece e, porta nto, 



ficando assim verlficada a afirmativa. No segundo caso-limite, por£m, desaparecem 
todas as tr£s alturas e 

r~ 0 ft = ™ H — 0. 

A afirmativa nao se veriftca. Demonstramos que o teorema proposto I fa I so e assim 
fica resolvido o nosso problema. 

A propbsito, 6 claro que a afirmativa £ tamb£m falsa para triangulo; isosceles 
muito raros, com Ingulos nos vertices prdximos de 180°, de modo que podemos 
"of icialmente" desprezar os casos extremos cuja consideragao n£o nos parega muito 
"ortodoxa" 

2. " L'exception confirme la r&gle". Precisamos aceitar este ditado, tao 

difundido, como uma brincadeira que ridiculariza o desleixo de certo tipo de I6gica. 
Se tomarmos as coisas a s£rio, bastarl uma excegSo para refutar irrevogaveimente 
qualquer regra ou enunciado gen£rico. O m£todo mais comum e, sob certos as- 
pectos, meihor para refutar um tal enunciado consiste precisamente em encontrar 
um elemento que nao o satisfaga. Um tal elemento £ chamado de contra-exempfo 
por alguns auto res. 

O enunciado pretensamente genlrico £ relativo a um certo conjunto de ele- 
mentos; para refut£-lo, particularizamos , isto £, retiramos do conjunto um elemento 
que n5o o satisfaga. O exemplo precedente (item 1) mostra como isto se faz. 
Podemos primeiro examiner qualquer simples caso particular, escolhido mais ou 
menos ao acaso, que possamos verificar com facllidade. Se o teste revelar que o 
caso nao est£ de acordo com o enunciado gen£rico, este fica refutado e a nossa 
incumbencia, conclufda. Se, por£m, o elemento examinado satisfizer o enunciado, 
poderemos do seu exame deduzir alguma indicag£o. Podemos receber a impressao 
de que o enunciado poderia ser, no final das contas, verdadeiro e, tamb£m, alguma 
sugesttfo quanto & diregao a tomar para procurar a demonstragSo. Ou, entSo, po- 
demos perceber alguma sugestao que nos leve a um contra-ex emp I o, isto £, a outros 
casos particulares que devemos verificar. Podemos modificar o caso que acabamos 
de examinar, vari£-lo, investigar algum caso particular mais amplo, procurar casos 
extremes, como exempliflcado no item 1. 
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Os casos extremos sSo particularmente in strut] vos. Se um enunciado gen£rico 
pretender aplicar-se a todos os mamfferos, ele deverd se aplicar at£ aos mamfferos 
exoepcionais, como a bale la. Nao esquepamos este caso extremo da baleia. Do sen 
exame, poderemos refutar o enunciado gen£rico; h£ uma boa probabilidade disso, 
pois os inventores de genera I izapoes tendem a esquecer estes casos extremos. 
Se, no entente, verificarmos que o enunciado geral se aplica at£ a casos extremos, 
a evid£ncia indutiva derivada desta verificapao seri forte, exatamente porque era 
forte a perspectiva de refutapao. F team os, assim, ten tad os a reformular o ditado 
com que iniciamos este item: '"As prov£veis excepoes poem £ prova a regra". 

3, Exemplo. Sao dadas as velocidades de dois navios e as respectivas posipoes 
num determinado momento. Am bos os navios seguem rumos retiifneos, a veloci- 
dades constantes. CalcuJar a di stand a entre os dois navios no momento em que eies 
estiverem mais prdximos um do outro. 

Qua. \ 6 a inedgnita? A menor distdneia entre dois corpos em movimento. 
Os corpos devem ser considerados como pontos materials, 

Quais sSo os dados ? As posip6es dos pontos materials mdveis e as respectivas 
velocidades. Estas sao constantes em grandeza e sentido. 

Qua i i a condicionante? A distdneia tern de ser determinada no instante 
que ela for mfnima, isto £, no momento em que os dois pontos m6veis (os navios) 
estiveram mais prdximos um do outro. 
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Figure 19 


Trace uma figure. Adotff uma notagao adequada, Na figura 19, os pontos 
A e B assinalam as posipoes iniciais dadas dos dois navios. Os segmentos de retas 
orientadas (vetores) AP e 8Q representam as velocidades dadas, de modo que 
o primeiro navio desloca-se segundo a reta que passa pel os pontos A e P e percorre 
a distSncia AP na unidade de tempo. O segundo navio desloca-se analogamente, 
segundo a reta BQ m 

Qua/ 4 a inedgnita? A menor distSncia entre os dois navios, aquele que se 
desloca segundo AP e o outro, segundo BQ. 

EstS claro agora o que devemos encontrar. No entanto, se desejarmos em- 
pregar apenas meios eie men tares, £ possfvef que continuemos no escuro quanto & 
maneira de encontrar o que queremos. O problema n3o 6 muito f&cil e a sua difi~ 
culdade apresenta um matiz peculiar, cuja describe podemos tentar, dizendo 
que "h£ variedade demais". As posipoes iniciais e finais, A e B e as velocidades 
AP e BQ podem ser dadas de vSrias maneiras. De fato, os quatro pontos A t B, P 
e Q podem ser escoihidos arbitrary a men te. Ora, quaisquer que sejam os dados, 
a solupao pedida deve ser apfic£vef e r\So sabemos ainda como ajustar uma mesma 
solupao a todas estas possibilidades. Deste sentimento de "variedade demais 1 ', 
podem emergir finalmente a pergunta e a resposta seguintes; 

£ possfvel imaginar um problema corre/ato mais acessfvel? Um prob/ema 
mais particular? Naturalmente, h£ o caso extremo em que uma das velocidades 
£ nula. Sim, o navio pode estar ancoradoem B, Q pode coincidir com B r A menor 
distincia entre o navio im6vel e o navio em movimento £ a perpendicular & reta 
segundo a qual se desioca este ultimo. 

4, Se a id£ia anterior surgir com a premonipSo de que h£ mais coisas pela 
frente e com o sentimento de que o caso particular extremo (o qual poderia parecer 
simples demais para ser relevante) tern alguma funpSTo a desempenhar - entao ela 
ser£ mesmo uma id£ia brilhante. 

Eis um prob/ema corre/ato , o problema particular que acaba de ser resolvldo. 
£ possfvel uti/izd'/o? £ possfvei utilizer o seu resuitado? Deve-se introduzir afgum 
eiemento auxi/iar para tomar possfvel a sua utiiizagao? Ele deve ser utilizado, 
mas como? Como poderia o resuitado do caso em que B est£ em repouso ser 
utilizado no caso em que B e$t& em movimento? O repouso £ um caso particular 
do movimento. E o movimento £ relative — e, portanto, qualquer que seja a dada 
velocidade de B, posso considerar B como estando em repouso! Eis a id£ia com 
maior clareza: se eu imprimi ao sistema inteiro, que compreende ambos os navios, 
o mesmo movimento uniforme, as posipoes relatives nao variant, as distdneias rela- 
tivas permanecem as mesmas e o mesmo ocorre particularmente com a menor dis- 
t£ncia relative entre os dois navios ’ pedida no problema. Ora, posso imprimir um 
movimento que reduza a zero a velocidade de um dos navios, reduzindo assim o 
caso geral do problema ao caso particular rec£m-resolvido. Acrescentemos uma velo- 
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cidade, oposta a 8Q t mas da mesma grandeza, tanto a BQ como a AP. Este 6 
o problems auxiliar que torna possfvel a utilizagao do resultado particular 
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Figure 20 

Ver na figure 20 a determinaglo grdfica da men or distancia, BS. 

5. A resolugao anterior (itens 3 e 4) apresenta um modelo logico que merece 
ser comentado e lembredo. 

Para resolvermos o problema original (item 3, primeiras linhas), resolvemos 
primeiro um outro problema que chamamos, apropriadamente, de problems auxiliar 
(item 3, ultimas linhas). Este problema auxiliar 6 um caso particular do problema 
original (o caso particular extremo no qual os dois navios estlo imbveis). O problema 
original foi proposto e o problema auxiliar, inventado no decurso. 0 problema 
original parecia diffcil, a resolugao do problema auxiliar foi imediata. O problema 
auxiliar era de fato, como um caso particular, muito menos ambidoso do que o 
problema original. Como foi entlo possfvel resolver o problema original baseando- 
nos no auxiliar? Porque reduzindo o primeiro ao auxiliar acrescentamos uma im- 
portante observagao su pie men tar (sobre a relatividade do movimento). 

Conseguimos resolver o problema original gragas a duas observagoes. Primeiro, 
inventamos um vantajoso problema auxiliar Segundo, descobrimos uma observagao 
suplementar apropriada para passarmos do auxiliar ao original. Resolvemos o pro- 
blema proposto em dois passos, como poderfamos atravessar um riacho em dois 


passos se tivessemos a sorte de encontrar no meio da travessia uma pedra adequada 
pare firmar o pe. 

Em suma, utilizamos o problema auxiliar, menos diffcil, menos ambiciosu, 
particular, como um intermediary na resolugao do problema original, mais diffcil, 
mais ambicioso, gen^rico. 

6. A particularizagao tern muitas outras aplicagoes que nib podemos discutir 
aqui. Basta mencionar que ela pode ser Otil na verificaglo da solugSo (E possiVel 
VERIFICAR O RESULTADO? 2). 

Um certo tipo algo primSrio de particularizagao £ muitas vezes de utilidade 
para o professor Consiste em dar uma interpretagao concrete aos elementos mate- 
m&ttcos abstratos do problema. Por exemplo, se houver um paralelepfpedo retangulo 
no problema, o professor poderd tomar a sala de aulas como exemplo (segao 8). 
Na Geometria EspaciaJ, um canto da sala pode servir de orlgem das coordenadas, 
o assoalho e duas paredes como pianos coordenados, duas arestas horizontais da 
sala e uma vertical como eixos coordenados. Ao explicar a nogao de superffcie 
de revolugao, o professor trega a giz uma curva na porta e abre-a lentamente. Estes 
sao, evidentemente, recursos simples, mas nada que puder incutir o interesse peia 
MatemStica nos estudantes deverf ser omitido. Por ser a Matemdtica uma ciencia 
muito abstrata, a sua apresentagao precise ser muito concreta. 

Pedantismo e mestria sao atitudes opostas, em relagao bs regras. 

1. A aplicagao literal, rfgida, sem exame, de uma regra, quer ela se aptique 
ou nao ao caso, £ pedantismo. Alguns ped antes slo uns pobres tolos; nunca com- 
preenderam a regra que aplicam tlo conscienciosa e indiscriminadamente, Outros 
pedantes sao bem sucedidos: escolheram uma boa regra, que compreenderam (antes 
de se tornarem pedantes) e que se aplica a muitos cases e so raramente falha. 

A aplicagao de uma regra com naturalidade, com discernimento, observando 
os casos aos quais ela 6 aplicdvel e sem jamais delxar o enunciado da regra obscu- 
recer o objetivo da agio ou as oportunldades da situagao, 6 mestria. 

2. As indagagoes e sugestoes da lista contida neste livro podem ser uteis 
tanto aos solucionadores de problemas quanto aos professores. Mas, em primeiro 
lugar, elas devem ser compreendidas, a sua aplicagao adequada deverd ser aprendida, 
e aprendida por tentativas, pel a experience na sua aplicagao. Em segundo, o seu 
uso nunca deve tornar-se pedante. Nao deve fazer qualquer indagagao, qua I quer 
sugestao, indiscriminadamente, s6 por habito rfgido. Prepare-se para muitas indaga- 
goes e sugestoes e use o seu discernimento. Se tiver um problema diffcil masestimulan- 
te, o proximo passo dever£ ser motiv^do peia consider agio atenta e compreensiva do 
problema, tal como ele se apresenta. Se o professor desejar ajudar seus alunos, 
precisarl demonstrar-lhes que compreende muito bem suas dificuldades. 
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Quem tiver tendencia ao pedantismo e precisar apoiar-se em regras r aprenda 
esta: use sempre, em primeiro lugar, a sua cabega. 

Persistfricia, esperanga, nicesso, Seria um engano supor que a resolute de 
'problemas seja puramente uma "questao intelectual": persistencia e emogoes de- 
sempenham, nesse caso, um papel importante. Fraqueza de vontade e aquiescencia 
por comodismo para fazer um pouquinho podem bastar para um problema rotineiro 
na sala de aulas. Mas, para resolver um problema cientifico s£rio, £ necess£ria uma 
forga de vontade capaz de sobreviver a anos de trabalho e decepgoes amargas. 

1. A persistencia flutua entre esperanga e desespero, entre satisfagao a decep- 
gao. E: f£cil prosseguir quando se pensa que a solugSo se encontra na primeira es- 
quina, mas £ diffcil perseverar quando nSo se v£ uma safda para a dificuldade. Exul- 
tamos quando a nossa previsao se confirma, Ftcamos desalentados quando o ca- 
minho que vimos seguindo com certa confianga £ repentinamente bloqueado e, 
ai', a nossa persistencia fraqueja. 

"ff n'est point besom espirer pour entreprendre ni reussir pour pers4v4rer , " 
possfvel empreender sem esperanga e perseverar $em suGesso". Assim pode 
falar uma vontade inflexfvel, ou honra e dever, ou um fidalgo movido por uma causa 
nobre. Este tipo de persistencia n£o serve, por£m, para o cientlsta, que dever£ ter 
alguma esperanga para principiar e algum sucesso para prosseguir No trabalho 
cientffico, £ necess£rio dosar judiciosamente a persistencia de acordo com as pers- 
pectivas. N5o ataque um problema se ete n So apresentar algum interesse; decida-se 
a trabalhar seriamente se o problema parecer i n strut! vo; se eie for muito promissor, 
consagre-lhe toda a sua personalidade. Uma vez determinado o objetivo, apegue-se a 
ele, por£m nao o torne de$nece$s£riamente diffcil para si priprio. NSo despreze 
pequenos ex it os; pelo contr£rio, procure-os: Se nib puder resolver o problema 
proposto r tente primeiro resolver algum problema correiato. 

2 . Quando um estudante comete erros realmente tolos ou £ irritantemente 
vagaroso, a causa £ sempre a mesma: ele nao tern qualquer desejo de resolver o 
problema, nem mesmo deseja entende-lo adequadamente e, por isso, nao chegou 
sequer a com preend£- fo. Por tan to, o professor que realmente deseja ajudar o aluno 
deve, antes de tudo, estimular a sua curiosidade, incutir-lhe certo desejo de resolver 
o problema, 0 professor deve tamb£m conceder algum tempo ao aluno, para que 
ele tome a decisao e se dedique £ sua tarefa. 

Ensinar a resolver problemas £ educar a vontade. Na resolugSo de problemas 
que, para ele, t\So sao muito f£ceis, o estudante aprende a perseverar a despetto de 
insucessos, a apreciar pequenos progresses, a esperar pela id£ia essenclal e a con- 
centrar todo o seu potencial quando esta a parecer, Se o estudante nao tiver, na 
escola, a oportunidade de se familiarizar com as diversas emogoes que surgem na 
luta pela solugao, a sua educagao matem£tica ter£ falhado no ponto mais vital. 


Por que demonstrar? Conta-se que Newton, quando estudante, comegou a 
aprender Geometria, como era habitual no seu tempo, pela ieitura dos Elementos 
de Euclides. Ele estudou os teoremas, viu que eram verdadeiros e omitru as demons- 
tragdes* NSo entendia porque algu£m se dava ao trabalho de demonstrar coisas t§o 
evidentes. Muitos anos mais tarde, por£m, ele mudou de opinio e fez o elogio de 
Eudides. 

A estoria pode ou nao ser aut£ntica, mas a dftvida permanece: por que apren- 
der, ou ensinar, demonstragdes? 0 que £ preferfvel: nada demonstrar, demonstrar 
tudo ou s6 demonstrar algumas coisas? Se somente algumas coisas, quais delas? 

1, Demonstragdes completes . Para o Idgico de um certo tipo, somente 
ex i stem demonstragdes completes. Aquilo que pretender ser uma demonstragao 
nSo dever£ deixar nenhuma lacuna, nenhuma escapatbria, nenhuma incerteza, pois 
do contrSrio nao serS uma demonstragao. Ser£ possfvel encontrar nas atlvidades 
diArias, nos processos Legais ou nas ciencias ffsicas, demonstragdes que satisfagam 
t3o rigorosas exig£ncias? Dificilmente. Assim sendo, n§o£ f£cil compreender porque 
precisamos adquirir a id£ia de uma demonstragao tlo rigorosamente completa. 

Podemos dizer, com certo exagero, que esta ideia foi transmitida h humanidade 
por um homem e um livro: Euclides e seus Elementos , De qualquer modo, o estudo 
dos elementos da Geometria Plana ainda proporciona a melhor oportunidade de 
adquirir a nogao de demonstragao rigorosa. 

Tome mo s como exemplo a demonstragao do teorema: Em qualquer triangulo, 
a soma dos tres angufos 4 igual a dots angufos retos , * A figura 21, que constitui uma 
propriedade inalien£vet de quase todos n6s, precisa de pouca explicagao. Faz-se pas- 
sar pelo v£rtice A uma linha paralela ao lado BC. Os Ingulos B e C do triangulo 


A 



* Parte da Rroposigfo 32, do Livro I dos Etwnentos de Euclides. A demorwtragio qua 
sedue nlo 6 da Euclides, mas era bam confwcida dos gragos. 



sao iguais a certos Sngulos em A t como se destaca na figura, pois os Ingulos alternos 
sao em geral iguais. Os tres angulos do tri$ngulo sao iguais aos tres angulos que tem 
o v^rtice comum em A e que formam um dngulo de 180°, ou dois angulos retos. 
Fica assim demonstrado o teorema. 

Se o estudante houver passado pefas aufas de Matem&tica sem ter reaimente 
.entendtdo algumas demonstrates semelhantes a e$ta r ele ter£ todo o direito de 
fazer as mais c£ustica$ censures £ sua escola e a seus professores. De fato, se o 
aluno nao tiver aprendido este ou aquele fato geom£trico especffico, nao ter£ perdido 
muito. Mas se ele nao se houver familiarizado com as demonstrates geom&tricas, 
ter£ deixado e sea par os meihores e mais simples exemplos das verdadeiras provas e 
perdido a melhor oportunidade de adquirir a id£ia do raciocfnio rigoroso. Semesta 
id£ia, faltar-lhe-£ o verdadeiro crit£rio para comparar argumentos de todos os tipos 
que se Ihe apresentam na moderna vida cotidiana. 

Em suma, se a educagao pretender incutir no estudante as not&£ da prova 
intuitive e do raciocfnio Idgico, ela deverd reservar um lugar para as demonstrates 
geometrical 

2. Sistema idgico. A Geometria, tal como apresentada nos B/ementos, 
de Euclides, nSo £ uma simples colegao de fatos, mas sim um sistema Idgico. 
Os axiomas, as definite* e as proposigoes nao est£o relacionadas em sequ&ncia 
aleatdria, mas sim dispostos em perfeita ordem. Cada proposigab esti de tal maneira 
situada que ela pode basear-se nos axiomas, definigoes e propositus que a precedem. 
Podemos considerar a disposigao ordenada das propositi como o maior sucesso 
de Euclides e o seu sistema Idgico como o maior m£rito dos Elementos. 

A Geometria euclidiana £, nao somente um sistema Idgico, como tamtam 
o primeiro e grande exemplo de um tal sistema, que outras ciencias tfim tentado, 
e continuam tentando, imitar. Deverao as demais ciencias — part icular men te aquelas 
mais distanciadas da Geometria, como a Psicologla ou o Direito — imitar a rfgida 
I6gica de Euclides? Trata-se de uma questao discutfvel, mas ningu£m ter£ compe- 
tgneia para tomar parte na discussao se nao conhecer o sistema euclidiano. 

Ora, o sistema da Geometria est£ cimentado por demonstrates. Cada proposi- 
gao est£ relacionada a axiomas, definigoes e proposigdes que precedem uma demons- 
tragSb, Sem com preendermos essas demonstrates nao poderemos entender a 
prdpria essencia do sistema. 

Em suma, se a educate pretende incutir no estudante a nogao de sistema 
Idgico, deve reservar um lugar para as demonstrates geom&tricas. 

3. Sistema rrmemdnico. O autor nSo acha que as jd£ias de evidencia intui- 
tiva, raciocfnio rigoroso e sistema Idgico sejam sup£rfluas a ningudm. H£, por£m, 
casos em que o estudo dessas id£ias nao 4 considerado absolutamente nece$s£rio, 
devido a falta de tempo ou por motivos outros. Mas, ate mesmo nestes casos, as 
demonstrates fazem-se necessdrias. 
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As demonstragoes proporcionam evidencia e, assim, mantem coeso o sistema 
Idgico, ajudando-nos a lembrar dos v£rios itens mantidos em coesSb. Tome-se o 
exemplo acima exposto, relativo £ figura 21. Esta figura evidencia o fato de que 
a soma dos angulos de um tri£ngulo £ igual a 180°. A figura relaciona este fato 
com o outro, de que Angulos alternos sao iguais. Ora, fatos correlacionados sao 
mais interessantes, e e mais f£cil rete-los, do que fatos isolados. Assim, a figura fixa 
em nossa mente as duas propositus geometric as corretacionadas e, por fim, a figura 
e as propositus tornam-se de nossa inaliendvel propriedade mental. 

Chegamos agora ao caso em que a aquisigao de id£ia$ gerais nSo £ considerada 
necess£ria, s6 se desejam certos fatos. Mesmo em tal caso, os fatos devem serapre- 
sentados com alguma correlagao, de certa forma sistem&tica, pois a aquisigao de 
itens isolados £ penosa e estes passam a ser facilmente esquecidos. Qualquer especie 
de conexao que estabelega a uniao dos fatos de maneira simples, natural e durdvel 
£ aqui bem recebida. 0 sistema nao precise, neste caso, basear-se na logics, basta 
que ele seja preparado para ajudar eficazmente a memoria, que constltua o que se 
chama um sistema mnemdnico* No entanto, mesmo do ponto de vista de um sistema 
puramente mnemonico, as demonstrates podem ser dteis, especialmente as mais 
simples. Por exemplo, o estudante precisa aprender o fato relativo a soma dos 
angulos do trianguto e aquele outro referente a Sngulos alternos. Existird um 
meio mais simples, mais natural e mais eficaz de reter tais fatos do que a figura 21? 

Em suma, mesmo quando nao se atribui importance especial £$ id£ias Idgicas 
gerais, as demonstragoes podem ser Ateis como um recurso mnemonico. 

4. 0 sistema do iivro de receitas . Discutimos neste livro as vantagens das 

demonstrates, mas certamente nSb propomos que todas eias sejam dadas/i? extenso. 
Peio contr£rio, h£ casos em que isto £ muito diffcil. Um exemplo importante e o 
ensino do C&lculo Diferencial e Integral nos cursos de Engenharia. 

Se o C&lculo for apresentado de acordo com os modernos padroes de rigor, 
ele exigir£ demonstragoes de um certo grau de exatidao e sutileza. Mas os enge- 
nheiros estudam o C£lculo com vistas £ sua aplicagfo e nao dispdem de bastante 
tempo, preparo ou interesse para se debaterem em demonstrates rigorosas, nem 
para apreciar sutilezas. Assim sendo, surge uma forte tentagao de eliminar todas 
as demonstrates. Mas se o fizermos, reduziremos o C£lculo ao mvel do livro de 
receitas. 

O livro de cozinha fornece uma descrigao detalhada dos ingredientes e dos 
procedimentos, mas nao d£ nenhuma demonstrate ou razSo para as receitas: 
prova-se o pudim, comendo-o, 0 livro de cozinha pode servir perfeitamente aos 
seus fins. De fato, ele nao precisa de qualquer sistema Idgico ou mnemonico, 
pois as receitas estSb escritas e impfessas, nffo precisando ficar retidas na memdria. 

O autor de um livro de C£lculo, ou o professor universit£rio, mal poder£ 
atingir os seus objetivos se seguir muito de perto o sistema do livro de receitas. 



Se ele ensinar procedi men tos sem demonstrates, os procedimentos desmotivados 
nao serffo entendidos. Se ele enunciar regras sem mostrar as suas razbes, as regras 
desconexas serao rapidamente esquecidas. A Matemdtica n3o pode $er provada 
da mesma maneira que o pudim: se todas as demonstrates forem afastadas, um 
curso de Cdlculo poder£ facilmente se transformer num repositbrio incoerente de 
informapoes indigestas. 

5, Demonstrates incompletas . A melhor maneira de resolver o dilema 
que se apresenta entre demonstrapoes muito complexes, de um lado, e o nfvel do 
livro de receitas, do outro, poder£ ser o aproveltamento razodvel de demonstrates 
incompletas. 

Para um l6gico rigoroso, dar uma demonstrate incomp I eta 6 a mesma coisa 
que nada demonstrar. De qualquer maneira, as demonstrates incompletas precisam 
ser cuidadosamente distinguidas das demonstrate completas. Se € mau confundMas, 
fazer passer uma pela outra £ ainda pior. £ doloroso quando o autor de um livro 
didfrico apresenta ambiguamente uma demonstrato incompleta, com visfvel hesi- 
tate entre o acanhamento e a pretensao de que a demonstrate 6 complete Mas as 
demonstrate incompletas podem ser dteis quando usadas, com discernimento, 
no lugar adequado. 0 seu objetivo nao 4 substitufr as demonstrates completas, 
o que seria impossfrel, mas sim emprestar interesse e coerencia d apresentapao. 

Exemplo 1. Uma equagao aig4brica de grau n tem exatamente n rafzes. 
Esta proposipao, chamada por Gauss de Teorema Fundamental da Algebra, pode 
muitas vezes ser apresentada a estudantes que nao estejam preparados para com- 
preender a sua demonstrapao. Eles sabem, por£m, que uma equagao do primeiro 
grau tem uma raiz e que uma outra do segundo grau tern duas raizes. AI6m disso, 
a diffcil proposipao tem uma parte que pode ser facilmente mostrada: nenhuma 
equagao do grau n tem mats de n rafzes . Serd que os fatos mencionados consti- 
tuem uma demonstrag£o completa do Teorema Fundamental? De modo algum. 
Eles s§o, no entanto, suficientes para emprestar-lhe um certo interesse e plausibi- 
lidade — e para fix5-lo na mente dos estudantes, o que 4 o mats Importante. 

Exemplo Z A soma de dots , quaisquer, dos ingu/os pianos formados por 
arestas de um Snguto do triedro 4 mator do que o terceiro. Evidentemente, o teo- 
rema importa em afirmar que, num trtfngufo esf4rico f a soma de dots fados quaisquer 
4 mator do que o terceiro . Feita esta observapao, pensamos natural mente na analogia 
entre o tridngulo esf£rico e o triSngulo retilfneo. Seri que estas observapo es cons- 
tituem uma demonstrate? De modo algum, mas alas nos auxiliam a compreender 
e a lembrar do teorema proposto. 

O nosso primeiro exemplo apresenta um interesse histbrico. Durante 250 anos, 
os matemiticos aceitaram o Teorema Fundamental sem uma demonstrato formal — 
de fato, sem uma base maior do que aquela que acabamos de mencionar. 0 nosso 
segundo exemplo indica a analogia como uma importante fonte de conjectures. 


Na Matemitica, assim como nas Ciencias Ffsicas e Nature is, a descoberta muitas 
vezes 6 indtcada por observato, analogia e indupao. Estes meios, utilizados com 
discernimento no prepare de um argumentoheurr$tico,$£ode particular interesse para 
ffsicose engenheiros. (Ver tambim INDUCAo E ENDUQAo MATEMAtica, 1, 2, 3). 

A fun to e o interesse das demonstrapoes incompletas sao, at& certo ponto, 
explicados pelo nosso estudo do processo solucinador. Afguma experiincia em 
resolver problemas revela que a prtmeira id£ia de uma demonstrapao, muitas vezes 
se apresenta incompleta. A observapSo mais essenciaf, a conexao principal, o germe 
da demonstrapao podem af estar, mas os detalhes deverao ser apresentados mais 
tarde e muitas vezes sao perturbadores. Alguns auto res, nao muitos, tem o dom de 
apresentar exatamente o germe da demonstrato, a idiia principal na sua expressao 
mais simples, a indlcapSo da natureza dos detalhes remanescentes. Uma tal demons- 
trato, embora incompleta, pode ser muito mais instrutiva do que a demonstrato 
completa apresentada com todos os seus detalhes. 

Em sum a, as demonstrapoes incompletas podem ser utilizadas como uma 
espicie de recurso mnembnico (mas nao como substitutes das demonstrapdes com- 
pletes), quando o objetivo 6 uma coerencia toJer£vel na apresenta to e n$o uma 
rlgorosa com pa tibi lidade Ibgica. 

£ muito perigoso proper demonstrates incompletas. 0 seu possfvel abuso 
pode, por6m, ser mantido dentro de certos limites por meio de algumas regras. 
Primeiro, se uma demonstrapao for incompleta, ela deve, em algum lugar, de cert a 
maneira, ser declarada como tal. Segundo, nenhum autor ou professor tem o direito 
de apresentar uma demonstrato incompleta de um teorema a nao ser que conhepa, 
ele prbprio, a sua demonstrapao completa. 

E € preciso admitir que a apresentapSo judiciosa de uma demonstrato in- 
completa nab 6, de forma alguma, Weil. 

Problema auxiliar € aquele de que tratamos, nSo por ele mesmo, mas porque 
esperamos que o seu tratamento nos auxilie a resolver um outfo — o nosso problema 
original. Este ultimo 6 o flm a que desejamos chegar; o problema auxiliar 4 o meio 
pelo qual tentamos chegar ao nosso objetivo. 

Um inseto procure escapar atravfo da vidrepa, repete muitas vezes a mesma ten- 
tative e n£o tenta a janela prbxima, por onde ele entrou e que continua aberta. Um 
homem seria, ou deveria ser, capaz de procedercom mais intelig£ncia. A superiorida- 
de humana consiste em contornar os obstdculos que nSo podem ser superados fron- 
talmente, em conceber um problema auxiliar quando o original parecer insolbvel. A 
conceppSo de um problema auxiliar constitui uma importante operate mental. 
Fazer aparecer um novo problema preciso, subserviente a um outro, 4 uma refinada 
man if esta to de inteligencia. Aprender (ou ensinar) a manipular com intellgencia 
problemas auxifiares 4 uma tarefa importante. 
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1. Exemplo. Calcular x, que satisfaga a equagdo 

x 4 - 13x 2 + 36 = 0. 

Se observarmos que x 4 - be 1 )* 1 1 poderemos ver a vantagem de introduzir 

y — x 2 . 

Obtemos assim um novo problems: calcular y que satisfaga a equagSo 

Y 1 ~ 13 y + 36 = 0. 

0 novo problems 6 auxiliar, pois pretendemos utilizi-lo como um meio de resolver 
o problems original. A inedgnita deste problems auxiliar, y , 6 apropriadamente cha- 

mada de inedgnita auxiliar 

2. Exemplo. Calcular a diagonal de um paralelepfpedo retangulo, sendo da- 
dos os comprimentos de tres arestas tragadas a partir de um mesmo v£rtice. 

Ao procurarmos resolver este problema (segafa 8), poderemos ser levados, 
por analogia ($eg£o IS), a um outro problema: calcular a diagonal de um paralelo- 
gramo retSngulo, sendo dados os lados tragados a partir de um mesmo v£rtice. 

0 novo problema £ auxiliar N6s o consideramos na esperanga de, com isto, 
auferir alguma vantagem para resolver o problema original 

3. Vantagens. As vantagens que nos adv£m da considerag£o de um problema 
auxiliar podem ser de vSrias esp£cies. Podemos utilizer o resuftado do problema au- 
x i I tar, Assim, no exemplo 1 , uma vez en con trad o, pela resolugao da equagao quadra 
tica em y, que y £lgua!a 9 oua 4, conclu (mosque x 2 = 4 ou que x 2 = 9 
e deduzimos daf todos os possfreis valores de x. Em outros casos, podemos usar o 
m£todo do problema auxiliar. Assim, no exemplo 2, o problema auxiliar £ da Geome- 
tria Plana, mas embora mais simples, £ an£logo ao problema original, que £ da Geo- 
metria Espacial. £ razodvel introduzir um problema auxiliar deste tipo na esperanga 
de que ele seja instrutivo, que nos d£ oportunidade de familiarizarmo-noscom certos 
m£todos, operagdes ou instruments capazes de ser mais tarde utilizados na resolugao 
do problema original. No exemplo 2, a escolha do problema auxiliar foi bem feliz: 
examinando-o atentamente, verificamos que podemos utilizar tanto o seu m£todo co- 
mo o seu resultado (Ver segao 15 e UTILIZOU TODOS OS DADOS?) 

4. Riscos. Roubamos ao problema original o tempo e o esforgo que dedi- 
camos ao problema auxiliar Se o nosso exame deste Ultimo fracassar, o tempo e o 
esforgo a ele dedicados poderao ficar perdidos. Por isto, devemos usar discernimento 
na escolha do problema auxiliar. Precisamos ter infimeras e boas razdes para es- 
colh£-lo. O problema auxiliar pode parecer mais acessfvel do que o problema origi- 
nal, ou mais instrutivo, ou ter uma esp£cie de atragao e$t£tica, AJgumas vezes, a uni- 
ca vantagem do problema auxiliar esta em ser novo e oferecer possibilidades inexplo- 
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radas. A sua escolha resulta do cansago causado pelo problema original, quando 
todas as abordagens parecem ter sido esgotadas. 

5. Como encontrar um problema auxiliar A descoberta da resoJugfo do pro- 
blema proposto muitas vezes depende da descoberta de um problema auxiliar fnfeliz- 
mente, nao h£ nenhum m£todo infalfvel para isto, assim como tampouco ha qualquer 
m£todo infalfvel para descobrir a resolugao. H£, por£m, indagagdes e sugestoes que 
sao frequentemente uteis, tais como CONSIDERE A INCOGNITA; muitas vezes chega- 
mos a um fitil problema auxiliar pela variacAo DO problema. 

6. Probfemas equivalentes. Dois problemas sao equivaientes quando a re- 
solugao de um deles im porta na resolugao do outro, Assim, no exemplo 1, o proble- 
ma original e o problema auxiliar sab equivalentes. 

Considerem-se os seguintes teoremas: 

A. Em qualquer triangulo equil£tero, todos os a ngu I os sao iguais a 60°. 

8. Em qualquer triangulo equiangulo, todos os Angulos sao iguais a 60°. 

Os dois teoremas nao sao iguais, pois contem nogdes diferentes. Um deles tra- 
ta da igualdadedos lados e o outro, da igualdade dos angulos de um triangulo. Mas ca- 
da teorema relaciona-se com o outro, Portanto, o problema de demonstrar A e equi- 
valents ao problema de demonstrar B. 

Se tivermos de demonstrar A r haver a uma certa vantagem em introduzir, como 
auxiliar, o problema de demonstrar B . Este £ um pouco mais f£cil de demonstrar 
do que B e, o que £ mais importante, podemos prever que B seja mais f£cil do que 
A, podemos assim julgd-lo, achar isto plausfvel desde o comego. Com efeito, o teore- 
ma B , que trata ape n as de Ingulos, £ mais ' J homog£neo" do que o teorema A, o 
qual trata tanto de Ingutos como de lados, 

A passagem do problema original para o auxiliar £ chamada de redugao conver- 
sfvet, ou bilateral , ou equivalents, quando ambos, o problema original e o auxiliar, 
sao equivalentes. Deste modo, a redugao de A para B £ conversfvel, assim como a 
redugao do exemplo 1 tamb£m o £. As redugoes conversfveis sffo, sob um certo as- 
pecto, mars importantes e mais convenientes do que outras maneiras de introduzir 
problemas auxiliares, mas mesmo quando estes nSf o sao equivalentes aos problemas 
originais, podem, assim mesmo, ser muito uteis (ver o exemplo 2). 

7. Cadeias de probfemas auxiliares equivalentes sao frequentes no raciocfnio 
matem£tico. Temos a resolver o problema A e nao sabemos como, mas podemos 
achar que A £ equivalents a um outro problema B r Ao examinarmos B, podemos 
encontrar um terceiro problema C, equivalente a B. Procedendo da mesma manei- 
ra, reduzimos C a D t e assim por diante, at£ chegarmos a um ultimo problema L , 
cuja resolugao £ conhecida ou imediata. Como cada um desses problemas e equiva- 
lente ao que o precede; o ultimo problema, L, deve ser igual ao problema original 
A Ficamos, assim, capazes de deduzir a resolugao do problema original A a partir 
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do problema L t ao qua) chegamos como o ultimo elo de uma cadeia de problemas 
aux ilia res. 

As cadeias de problemas deste tipo foram observadas pelos matem£tico$ gregos, 
como poderemos verificar numa importante passagem de PAPPUS. Para ilustragfo, re- 
consideremos o nosso exemplo 1. Chamemos de (A) a condicioname imposta £ in- 
* c6gnita x: 

(A) x 4 - *l3x 2 -f 36 = 0. 

A maneira de resolver o problema e transformar a condicionante proposta numa 
outra, que chamaremos de (B) : 

(B) (2x 2 ) 2 - 2{2x 2 ) 13 + 144 = 0. 

Observe-se que as condicionantes (A) e (8) sao drferentes. A diferenga 6 muito pe- 
quena, 6 verdade, as condicionantes sao certamente equivalentes, como 6 flcil de ver, 
mas definitivamente elas nao sao identicas. A passagem de (A) para (B) nib s6 e 
correta como tem urn objetivo bem nftido, dbvio para qualquer um que esteja fami- 
liar izado com a resolugao de equates quadr£ticas. Prosseguindo no mesmo sentido, 
transformamos a condicionante (B) ainda numa outra (C) : 

(C) (2x 2 ) 2 - 2(2x 2 ) 13 + 169 = 25. 

Procedendo da mesma maneira, obtemos 


(D) 

(2x 2 

- 13) 2 = 25. 

(E) 

2x 2 

- 13 = ±5 

(F) 

x 2 

13 ± 5 
2 

(G) 

X — 

■VT 

(H) 

x = 3, ou 

— 3, ou 2, ou 


Cada redugto feita £ conversfvel. Assim, a ultima condicionante (HJ £ equivalent £ 
primeira condicionante (A), de tal modo que 3, -3, 2, -2 sao todas possfveis so- 
lugoes para a equagSo original. 

Como se ve, deduzimos de uma condicionante original (A) uma sequ£ncla de 
condicionantes (B), (C), (0) cada uma das quais £ equivaJente £quela que a 
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precede. Este porno merece o maior cuidado. As condicionantes equivalentes $5o 
satisfeitas pelos mesmos objetos. Portanto,se passarmos de uma condicionante propos* 
ta para uma nova condicionante equivalente, teremos as mesmas so I u goes. Mas se pas- 
sar mos para uma condicionante mais restrita, perderemos solugoes, e se passarmos pa- 
ra outra mais ampla, admitiremos solugoes imprbprias, adventfcias, que nada t£m a 
ver com o problema proposto. Se, numa serie de redugoes sucessivas, passarmos para 
uma condicionante mais restrita e, em seguida, para uma outra mais ampla, arris- 
care mos perder completamente o fio do problema original. Para evitar este risco, de- 
vemos verificar cuidadosamente cada nova condicionante introduzida: Ser£ equiva- 
lente £ solugao original? Esta pergunta torna-se ainda mais importante quando nao 
se trata de uma tinica equagao, como aqui, mas de um sistema de equates, ou quan- 
do a condicionante nao se expressa por equagdes como, por exemplo, nos problemas 
de tragado geom£trico. 

(Comparar com PAPPUS, especialmente os comentirios 2, 3, 4 e 8, A descrigao 
da p£gina 104 , linhas35-46£ desnecessariamente restrita, pois se trata de uma ca- 
deia de problemas de determinag£o, cada um dos quais tem uma incdgnita diferente. 
0 exemplo aqui considerado apresenta a particularidade oposta: todos os problemas 
da cadeia t&m a mesma incdgnita e diferem apenas na forma da condicionante. Na- 
turalmente, £ desneces$£ria uma tal restrigao.) 

8. Redugao unilateral . Temos dois problemas A e B, ambos ainda n£o resol- 
vidos, Se conseguirmos resolver A, poderemos daf deduzir a resolugao completa de 
B, mas nao ao contr£rio. Se pud£ssemos resolver B obterfamos, possivelmente, al- 
guma informagSo sobre A, mas nao sabenamos como chegar £ resolugao completa 
de A a partir de B. Num caso tal, obt£m-se mais da resolugao de A do que da resolu- 
gao de B. Chamemos A o mais ambicioso e B o menos ambicioso dos dois problemas. 

Se, de um problema proposto, passarmos para um problema auxiliar mais am- 
bicioso ou menos ambicioso, chamamos este passo de redugao unilateral. H£ dois 
tipos de redug£o unilateral e sao ambos, de uma maneira ou de outra, mais arriscados 
do que uma redugao bilateral ou conversfvel. 

0 nosso exemplo 2 mostra uma redugao unilateral para um problema mais am- 
bicioso. De fato, se pudermos resolver o problema original, relative a um paraiele- 
pfpedo cujo comprimento, largura e altura sao, respectivamente, a, b e c, podere- 
mos passar ao problema auxiliar fazendo c — 0 e assim obtendo um paralelogramo 
de comprimento a e largura b. Para um outro exemplo de redug£o unilateral a um 
problema menos ambicioso, ver particularizaqAo, 3, 4 e 5. Estes exemplos mos- 
tram que, com alguma sorte, podemos usar um problema menos ambicioso como 
Intermedidrio, combinando a solugao do problema auxiliar com uma observagSo su- 
plementar, para obter a solugSo dq problema original. 

A redugao unilateral a um problema mais ambicioso pode tamb£m ter sucesso. 
(Ver generaLIZAQAO, 2 e a redugao do primeira para o segundo exemplo tratada 
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em induqAO e InduqAO matemAtica, 1 e 2.) De fato, o problema mais ambicioso 
pode ser mais aoessfvel e nisto consiste o PARADOXO da InvencAo. 

Problema rotineiro pode $er considerado o que consiste em resolver a equagao 
x 2 —3x +2 = 0, caso a resolugSo da forma geral da equagao quadratics haja sido 
‘previamente ensinada e exemplificada, de tal maneira que o aluno nada mais tenha a 
fazer do que substituir algumas letras, que aparecem na solupao geral, pelos numeros 
— 3 e 2. Mesmo que a equagao quadrStica nio tenha sido resolvida genericamente sob 
a forma "literal", mas se meia duzia de equagoes des$e tipo, com coeficientes num&- 
ricos, o tenham sido pouco antes, o problems poderd ser chamado "'rotineiro". De 
modo geral, um problema seri rotineiro se ele puder ser solucionado pela substitui- 
g5o de dados especfficos no problema gen£rico resolvido antes, ou pelo seguimento, 
passo a passo, de algum exempio muito batido. Ao apresentar um problema, o pro- 
fessor poe h frente do aluno uma resposta imediata e decisiva £ indagagao: Confrere 
um problema corretato? Desse modo, o aluno de nada mais precisa, alem de um 
pouco de cuidado e de paciencia para seguir uma fbrmula preestabelecida, sem ter 
oportunidade de usar o seu discernimento nem as suas faculdades inventivas. 

No ensino da Matemdtica, podem fazer-se necessdrios problemas rotineiros, 
at£ mesmo muitos deles, mas deixar que os alunos nada mais fapam e indesculpdvel. 
0 ensino que se reduz ao desempenho mecSnico de operapoes matemSticas rotrneiras 
fica bem abaixo do nfvel do livro de cozinha, pois as receitas culin&rias sempre dei- 
xam alguma coisa £ imaginagfo e ao discernimento do cozinheiro, mas as receitas 
matemdticas n§o deixam nada disso a ninguGm, 

Problemas de determinapSo, problemas de demonstragfio. Tragaremos um para* 
lelo entre estes dois tipos de problemas, 

1. 0 objetivo de um "problema de determinagao" b encontrar um certo ob- 
jeto, a incbgnita do problema. 

A incognita b tambbm chamada quaesitum, ou aquilo que se procura ou de 
que se necessita. Os "problemas de determinagao" podem ser teoricos ou praticos, 
abstratos ou concretos, problemas series ou simples enigmas* Podemos procurar 
deter mi nar inc6gnitas de todos os tipos; podemos tentar encontrar, calcular, obter, 
produzir, tragar, construir todos os tipos imaginbveis de objetos. No problema da 
novela policial, a incbgnita 6 um assassino. No problema de xadrez, a incbgnita b a 
jogada do enxadrista, Em certos problemas de Algebra elementar, a incbgnita b um 
nbmero. Num problema de tragado geombtrico, a incbgnita b uma figura. 

2. O objetivo de um "problema de demonstragao" b mostrar conclusivamente 
que certa afirmativa, claramente enunciada, b verdadeira ou, entao, que b falsa. Te- 
mos de responder a pergunta: esta afirmativa b verdadeira ou falsa? E temos de res- 
ponde-la conclusivamente, quer provando-a verdadeira, quer provando-a falsa. 


Uma testemunha afirma que o acusado passou em casa toda uma certa noite. 
0 juiz tem de verificar se essa afirmativa 6 verdadeira ou nao e, alem disso, tern de 
apresentar razoes tao boas quanto possfveis para a sua conclusao. Assim, o juiz tem 
um "problema de demonstragao". Outro problema deste tipo seria "demon strar o teo* 
rema de Pitbgoras". Nao diremos: "Demonstre ou refute o teorema de Pitbgoras" 
Em alguns aspectos, seria prefer fvel incluir no enunciado do problema a possibilidade 
de refutar, mas poderemos desprezb-la, pois sabemos que as probabilidades de contra- 
dizer o teorema de Pitbgoras sao por demais remotas. 

3. As partes principals de um "problema de determinagao" sao a inedgntta . , os 
dados e a conditioner! te. 

Se tivermos de tragar um tribngulo de lados a r b t c f a incbgnita serb um tri* 
angulo, os dados serao os tres comprimentos a , b, c, e o triSngulo terb de satisfa- 
zer a condicionante de que seus lados tenham os comprimentos a f b r c, a incbgnita 
serb um objeto da mesma categoria precedente, os dados serao os mesmos anteriores, 
porbm a condicionante, que relaciona a incognita com os dados, serb diferente. 

4. Se o "problema de demonstrapaTo" for um problema matembtico comum, 
suas partes principals serbo a hipdtese e a conclusao do teorema que tiver de ser pro- 
vado ou refutado. 

"Se os quatro lados de um quadrilbtero forem iguais, entao as suas duas diago- 
nals serao perpendiculares entre si." A segunda parte, que comega por "ent£o", 6 
a conclusao; a primeira parte, que comega por "se", & a hipbtese. 

[Nem todos os teoremas podem ser divididos natural me nte em hipbtese e con- 
clusao. Assim, 6 praticamente impossfvel dividir dessa maneira o teorema: "Hb uma 
infinidade de numeros inteiros".] 

5. Para resolver um "problema de determinagao" 6 preciso conhecer, com 
grande exatidbo, as suas partes principals, a incbgnita, os dados e a condicionante. 
Nossa lista contbm muitas indagagoes e sugestoes relativas a essas partes. 

Qua! 4 a inedgntta? Quais sao os dados? Qua t 4 a condicionante? 

Separe as vdrias partes da condicionante. 

Procure a retagao entre os dados e a inedgnita. 

Considere a incognita ! E procure pensar num problema conhecido que tenha a 
mesma inedgntta ou outra semefhante. 

Man tenha apenas uma parte da condicionante, ponha a outra de tado; at4 que 
ponto a incognita fica assim determinada? Como pode eta variar? £ possfvei obter 
alguma coisa de util a partir dos dados? Pode imag/nar outros dados que sirvam para 
determiner a inedgntta? Pode mudar a inedgnita, ou os dados , ou ambas as coisas, de 
modo a que a nova inedgnita e os novos dados fiquem mais prdxtmos entre si? 

Utifizou todos os dados? Utitizou toda a condicionante? 
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6. Para resolver um "problema de demonstragao" 6 precise conhecer, com 
grande exatidSo, as suas partes principals, a hipdtese e a conclusSo. H4 indagagoese 
sugestoes uteis relativas a essas partes e que corresponds m dquelas indicagoes e suges* 
tdes da nossa listaque sao especial me nte apliedveis aos “problema s de determ inagao". 

Qua/ e a hipdtese? Qua f 4 a condusao? 

Separe as vdrias partes da hipdtese . 

Procure a relagao entre a hipdtese e a condusao. 

Considere a condusao. E procure pensar num teorema conhecido que tenha 
a mesma condusao ou outra seme/hante. 

Mantenha apenas uma parte da hipdtese , ponha a outra de fado; a condusao 
ainda 4 vdfida? £ posswel obter aiguma coisa de utH a partir da hipdtese? Pode ima- 
ginar outra hipdtese a partir da qua i seja posstvef chegar-se faciimente a condusao? 
Pode mudar a hipdtese , ou a condusao ou, se necessirio, ambas, de modo a que a 
nova hipdtese e a nova condusao fiquem mats prdximas uma da outra? 

Utiiizou tods a hipdtese? 

7, Os "problemas de determinagao" sao mais importantes na Matem^tica 
elementar; os "problemas de demonstragao" o sao na Matematica superior Neste 
livro, os "problemas de deter minagao" tSm mais destaque que os do outro tipo, mas 
o autor espera restabelecer o equilfbrio num trabaiho mais amplo Sobre este assunto. 

Problemas prfticos sao diferentes, em di versos aspectos, dos problemas pura- 
mente matemAticos, muito embora os principals motivose processes sejam essenciat- 
mente os mesmo em ambos os casos. Os problemas pr£ticos da Engenharia geralmen- 
te envolvem problemas matemdtioos. Diremos algumas palavras sobre as diferengas, 
analogias e correlagoes que existem entre estes dois tlpos de problemas. 

1 . Um exemplo muito ilustrativo de problema pritico € a construgao de uma 
barragem sobre um rio. Nao 4 necesdrio quafquer conhecimento especial para com- 
preend€-lo. Em tempos quase pre-hist6rico$, muito antes desta moderna era de teorias 
cientfficas, os homens const ru Tram barragens no vale do Nilo e em outras partes do 
mundo, onde as tavouras dependiam de irrigagao. 

Procuremos visualisar o problema da construgao de uma grande barragem 
moderna. 

Quat 4 a inedgnita? Muitas $5b as incbgnitas de um problema desta natureza: 
a local izagSo exata da barragem, suas dimensfies e forma geomGtrica, os materials a 
utilizar na construgao e assim por diante. 

Qua / 4 a condicionante? NSb 6 passive! responder a esta indagagSo numa fra- 
se curta, pois sao muitas as condicionantes. Num empreendimento t£o vasto 4 neces- 
sdrio atender a muitas condigdes econdmicas e afetar o menos possfvel outras. A 
barragem deverd proponcionar energia e!6trica, fornecer $gua para irrigagffo e para 


abastecimento de certas localidadese, tambGm, contribuir para o controle de inunda- 
goes, Por outro lado, ela deverd causar o m/nimo de prejufzos 4 navegagSo, a pesquei- 
ros de importancia economica ou d beleza da paisagem e assim por diante. Al£m do 
que, naturalmente, ela deverS custar o mfnimo possi'vel e ser const rufda no prazo 
mais curto possfvel. 

Quais sao os dados? £ enorme a multiplicidade de dados necessdrios. Sao preci- 
sos dados topogrgficos relativos as bacias do rio e dos seus tributaries; dados geo 16- 
gicos essenciais aos estudos da solidez das fundagdes, da estanqueidade da barragem e 
dos materials de contrugab disponiveis; dados climatolbgicos e hidrologicos referen- 
tes d precipitagao anual e & altura das cheias; dados economicos relativos ao valor 
das terras que serab inundadas, dos custos dos materials e da mao-de-obra e muito 
mais. 

Este exempto revela que as incognitas, os dados e as condicionantes sao mais 
complexos e menos nitidamente definidos num problema prgtico do que num pro- 
blema matemdtico. 

2. Para resolver um problema, 4 necessirio um certo conjunto de conheci- 
mentos previamente adquiridos. 0 engenbeiro moderno tem a seu drspor umacervo 
de conhecimentos altamente especializados, uma teoria cientffica da Resistencia dos 
Materials, a sua prdpria experience e a grande massa de experience profissional 
acumulada na literatura t^cnica especial izada. N5o nos e possi'vel aproveitar, nos 
prbprios, aqui, todos esses conhecimentos especiais, por£m podemos tentar imagi- 
nar o que se passava pela mente de um construtor de barragens no Egito antigo. 

Ele havia visto, certamente, diversas outras barragens, talvez menores: macigos 
de terra ou de alvenaria a reter as £guas. Ele havia observado a cheia, carregada de de- 
tritos, a fazer pressab contra a margem. Ele poderia ter auxiliado a reparar as fendas e 
a erosao deixadas pela inundagao. Ele poderia ter visto uma barragem ruir, desmoro- 
nando sob o impacto da enchente. Ele certamente havia ouvido falar de casos de bar- 
ragens que suportaram a prova de seculos ou que, ao contrario, causar am catdstrofes 
pelo desmoronamento inesperado. Sua mente pode ter visualisado a press£o do rio 
contra a superf feie da barragem e as tensoes e deformagdes no seu interior. 

Mas o egipcio construtor de barragens nao tinha conceitos precisos, quant ita- 
tivos e cientfficos da pressfo dos fluidos nem das tensoes e deformagoes que se 
desenvolvem nos corpos sblidos, os quais constituem parte essential do equipamento 
intefectual de um engenheiro moderno. Este, porem, utiliza tambtin muitos conhe- 
cimentos que ainda nao chegaram a atingir um nfvel preciso, cientffico: o que ele 
sabe acerca da erosao causada pela 5gua corrente, do transporte de sedimentos, da 
plasticidade e de outras propriedades,nao bem delimitadas,dos materials 4 um conhe- 
cimento de cardter muito empi'rico. 

0 nosso exemplo mostra que os conhecimentos necessArios e os conceitos uti- 
tizados s§o mais complexos e menos nitidamente definidos nos problemas prfiticos 
do que nos problemas matem£ticos. 
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3. Incognitas, dados, condicionantes, concertos, conhecimentos prelimina- 
re$ necessdrios, tudo e mais complexo e menos nftido nos problemas prfticos do que 
nos puramente matemlticos. Esta e um diferenga importante, talvez a principal, e 
ela certamente implica em outras; no entanto, a motivaglo fundamental e os proces- 
sos solucronadores parecem ser os mesmos para problemas de ambos os tipos. 

W uma impresslo muito difundida de que os problemas prfticos ex i gem maior 
experience do que os problemas matemdticos. E possi'vel, mase muito provdvel que 
a diferenga esteja na natureza do conhecimento necesrfrio e nlo na nossa atitude 
para com o problema. Ao resolver um problema de uma ou de outra especie, temos 
de depender da nossa experiencia com problemas semelhantes e muitas vezes no<> 
perguntamos: Ja via o mesmo problema sob uma forma ligeiramente diferente? 
Conhece um problema correfato? 

Ao resolver um problema matem^tico, partimos de conceitos muito claro&, que 
estlo razoavelmente ordenados em nossa mente. Ao resolver um problema prftico, 
muitas vezes somos obrigados a partir de ideias algo nebulosas; a f, entao, a clarifi- 
caglo dos conceitos pode tornar-se uma parte importante. Assim,a ciencia medica 
esta hoje numa posigao melhor para controlar doengas infecciosas do que estava 
antes de Pasteur, quando a prbpria nogao de infecglo era muito vaga. Levou em con- 
ta todas as no^des essenciais referentes ao problema? Esta e uma boa pergunta para 
problemas de todos os tipos, porem a sua aplicagao varia muito, conforme a natureza 
das nogoes intervenientes. 

Num problema matemdtico perfeitamente formulado, todos os dados e todas 
as cldusulas da condicionante slo essenciais e tem de ser levados em conta. Nos pro- 
blemas prfticos, temos uma grande multiplicidade de dados e de condicionantes; 
tomamos em consideraglo tantos quanto pudermos, mas somos forgados a desprezar 
alguns. Seja o caso do projetista de uma grande barragem. ELe leva em consideraglo 
o interesse publico e importantes interesses econbmicos, mas deverf p6r de lado pe- 
quenas pretensoes e reclamagdes. Os dados de seu problema sab, rigorosamente falando, 
inesgorfveis. Por exemplo, efe precisarf saber um pouco mais acerca do terreno em 
que as fundagoes deverao ser assentadas, porfm, num certo momento, ele deve parar 
de coletar dados geologicos, embora reste, inevitavelmente, uma margem de incerteza. 

Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante? Nlo podemos esque- 
cer tais indagagoes quando tratamos de problemas puramente matemlticos. Nos pro- 
blemas prfticos, devemos, porfm, apre$enrf-las de outra forma: Utilizou todos os da- 
dos que poderiam contribuir apreciaveimente para a solugao? Utilizou todas as oon- 
diconantes que poderiam inffuenciar apreciaveimente a solugao? Avaliamos as infor- 
magoes relevantes dispomveis, ooligimos mais informagoes, mas em dado momento 
devemos parar a coleta, precisamos parar em algum ponto, nlo podemos deixar de 
desprezar alguma coisa. "Quern quizer navegar sem risco, nlo se faga ao mar." Muitas 
vezes hd um grande excesso de dados que nlo tem qualquer rnfluencia a precis ve I 
sobre a forma final da soluglo. 


4. Os projetlstas das barragens do Eglto antigo tinham de conf iar no bom sen- 
so para interpretar sua experiencia, pois nada mais tinham em que se basear, 0 
engenhelro nlo pode contar apenas com o bom sense, especialmente quando setra- 
ta de um projeto novo e audacioso; tem de calcular a resistencia da barragem projeta- 
da, prever quantitativamente as tensdes e as deformagoes que se desen volverlo no 
seu interior. Para isso, ele tem de utilizar a Teona da Elasticidade (que se aplica razoa- 
velmente bem ds construgoes em concreto). Na aplicagao da sua teoria, ele necessita 
de uma boa dose de Matematica; o problema pratico de engenharia conduz a um 
problema matemdtico. 

Este problema matemltico e por demais tecnico para ser aqui analisado. Tudo 

0 que podemos dizer a respeito pode resumir-se a uma observagao geral, Ao estabe- 
lecermos e ao resolvermos problemas matemdticos derivados de problemas prfticos, 
geralmente contentamo-nos com uma aproximagio . Temos de desprezar alguns da- 
dos e condicionantes de menor imporrfncia. Portanto, 6 razodvel uma pequena im- 
prectslo nos cdlculos, part icu Iar mente quando pudermos ganhar em simplicidade o 
que perdermos em precisao, 

5. Muita coisa de interesse geral poderia ser dita sobre aproximagoes. Nao 
podemos, porfm, presumir qualquer conhecimento matemdtico especializado, por- 
tanto, limitar-nos-emos a apenas um exemplo intuitivo e Instrutivo. 

0 desenho de mapas geogrfficos constitui um importante problema prftico. 
Ao concebermos um mapa, geralmente admitimos que a Terra seja uma esfera. Ora, 
isto e apenas uma suposiglo aproximada e nab a verdade exata. A superf icie da Terra 
nlo 6, de modo algum, uma superffeie matematicamente definida e sabemos com cer* 
teza que ela £ achatada nos polos. Se admttirmos, porfm, que a Terra seja uma esfe- 
ra, poderemos desenhar muito mais facilmente um mapa de grande parte sua super- 
ffeie. Ganharemos muito em simplicidade e pouco perderemos em precisSb. De fato, 

1 magi nemos uma grande bola cuja forma seja exatamente igual a da Terra e que te* 
nha, no seu equador, um diSmetro de dez metros. A distancia entre os pdlos de uma 
tal bola serf um pouco menor que dez metros, pois a Terra 6 achatada, porfm a dife- 
renga serf inferior a tres centfmetros. Desta maneira, a esfera constitui uma boa apro- 
ximagao prftica. 


Progresso e consecuglo, Fez algum progresso? 0 que conseguiu de essencial? 
Podemos apresentar indagagoes deste tipo a nbs prbprios, quando estamos a resolver 
um problema, ou a um aluno cujo trabalho orien tamos. Assim habituamo-nos a jul- 
gar, com maior ou menor confianga, o progresso e a consecuglo em casos concretos. 
Mas a passagem desses casos concretos para uma descriglo gen£rica nlo £, de modo 
algum, rfcl I. No entanto, teremos de dar esse passo se desejarmos tornar o nosso estu- 
do da Heurfstica um pouco mais completo. Alem disso, precisamos tentar esclarecer 
o que constitui, de modo geral, o progresso e a consecuglo na resoluglo de problemas. 



1. Para resolver um problems, precisamos saber alguma coisa do assunto em 
questao e, tamb£m, reunir e selecionar os itens rdevantes do nosso conhecimento 
que se encontram em estado latente. A nossa concepgSo do problema € muito mais 
ampla no fim do que no princfpio, 0 que Ihe foi acrescentado? Aquilo que consegui- 

. mos extrair da nossa memoria. Para chegarmos a solugao, teremos de relembrar 
varies fatos essenciais. Teremos de nos recordar, se o nosso for um problema matem$- 
tico, de problemas j£ resolvidos, de teoremas conhecidos, de definigdes, 0 ato de ex- 
trair da nossa mem6ria esses elementos relevantes pode ser chamado de mobitizagSo. 

2. Para resolver um problema nao basta, por£m, relembrar fatos isolados. 
Precisamos combiner esses fatos isolados e a sua combi nagao deve ficar bem adapta- 
da ao problema em que$t£o. Assim, ao resolvermos um problema matemdtico, pre- 
cisamos preparar um argumento que reJacione os materials relembrados, num conjun- 
to bem adaptado. Esta atividade de adaptar e combinar pode ser chamada de 
organizagSo. 

3. De fato, mobilizagao e organ izagao nffo podem jamais ser realmente se- 
paradas. Quando trabalhamos com concentrate num problema, relembramos apenas 
aquetes fatos que estSo mais ou menos relacionados com o nosso objetivo e nada 
temos a relacionar e organizer a nao ser o material que relembramos e mobilizamos. 

A mobilizagao e a organ izagao oonstituem apenas dols aspectos de um mesmo 
processo complexo que apresenta ainda muitos outros. 

4. Um outro aspecto do progresso do nosso trabalho 4 que o mode de con- 
cepgao se modifies. Enriquecida com todo o material que rememoramos e adaptamos 
a ela, a nossa concepgao do problema 6 muito mais opulenta no fim do que o era no 
princfpfo. 0 desejo de partlr da nossa concepgao inicial do problema para uma outra 
mais adequada, melhor adaptada, nos leva a tentar dl versos pontos de vista e a en- 
carar o problema sob Ingulos dife rentes. Dificilmente poderemos fazer qualquer 
progresso sem a VARIAQAo DO PROBLEMA. 

5. A medida que progredimos no sentido da nossa meta final, passamos a 
conhece-la melhor e,conhecendo-a melhor, julgamos que estamosanosaproximardela. 
A medida que avanga o nosso exame do problema, prevemos com clareza cada vez 
maior o que deve ser feito para a sua resolugao e como isso deve ser feito. Ao resol- 
vermos um problema matemStico, podemos prever, se tivermos sorte, que um certo 
teorema conhecido poderd ser utilizado, que um certo problema j£ anteriormente 
resolvido pode r 3 ser util, que a volta h definigao de um certo termo t^cnico poderf 
ser necessdria. Nao prevemos essas coisas com certeza, apenas com um certo grau 
de plausibilidade, Teremos a certeza absolute quando obtivermos a solugao complete, 
mas antes de termos a certeza absoluta precisamos, muitas vezes, de nos contentar 
com uma suposrgao mais ou menos plausrvel. Sem consideragdes que sejam apenas 
plausfreis e provisorias jamais encontraremos a solugao, que 4 oerta e final. Temos 
necessidade do RAClOClfciO heuri'STICO. 


6. 0 que se entende por progresso no sentido da solug£o? Avango da mobi- 
lizagao e da organizagao dos nossos conhecimentos, evolugdo da nossa concepgao 
do problema, previsao cada vez maior dos passos que constituirao o argumento final. 
Podemos a vangar continuamente, por passos imperceptfveis, mas de quando em ve 2 
avangamos bru seamen te, por saltos. Um subito avango no sentido da solugao chama-se 
uma IDEIA BRILHANTE, uma boa id£ra, uma intuigao (em alem5o M um termo mais 
tecnico, Einfaff). 0 que 4 uma kteia brilhante? Uma repentina e memordvel altera- 
gao da nossa perspectiva, uma subita reorganizagdo do nosso modo de oonceber o 
problema, o advento de uma previsSo confiante dos passos que teremos de dar para 
alcangar a solugao. 

7. As consideragdes acima emprestam as indagagoes e sugestoes da nossa fista 
o suporte correto* 

Muitas delas visam diretamente 4 mobilizagao dos nossos conhecimentos pre- 
viamente adquiridos: M o viu antes? Ou ja viu o mesmo problema sob uma forma 
figeiramente diferente? Conhece um problema correlate? Conhece um teorema que 
possa ser util? Considere a inedgnita ! E procure pensar num problema seme/hante 
que tenha a mesma incognita ou outra semelhante. 

Em situagoes ti'picas, julgamos \4 ter co let ado o material necessdrio e procura- 
mos dar melhor organizagao ao material mobilizado: Eis um problema correlate que 
fd foi antes resolvido. £ posstvet utilizer o seu mdtodo? Oeve-se introduzir afgum 
elemento auxiiiar para possibilitar a sua utifizagab? 

Em outras situagoes, tambfrn t (picas, julgamos que n£o temos ainda coletado 
o material suficiente, Pensamos no que poderd falter: Utilizou todos os dados? Uti- 
Hzou toda a condicionante? Levou em conta todas as nogdes essenciais, de interesse 
para o problema? 

Algumas perguntas visam diretamente h variagao do problema: £ posstvet re- 
formu/ar o problema? £ ainda posstvet reformu/d-lo de outra maneira? Muitas ou- 
tras visam & variagao do problema por meios especfficos, tais como a voJta &$ 
DEFINIQ0ES, Utllizando ANALOGIA, GENERALIZAQAO, PARTICULARIZAgAO, DE 
COMPOSIQAO e recombinacAo, 

Outras indagagoes sugerem ainda tentativas de prever a natureza da solugao 
que procuramos alcangar: £ posstvet satisfazer a condicionante? A condicionante 
4 suficiente para determiner a inedgnita? Ou 6 insuficiente? Ou redundante? Ou 
contraditdria? 

As indagagoes e sugestoes da nossa lista n£o mencionam diretamente a iddia 
briihante mas, de fato, todas se relacionam com ela. Para compreender o problema, 
preparamo-nos para tfi-la, para conceber um piano, provocamo-la; uma vez provocada 
a id£ia brilhante, levamo-la adiante; fazendo o retro spec to e examinando a solugSb, 



procuramos aproveita-la melhor.* 

Qual A a incbgnita? Do que se precisa? Que $e quer? Que se deve procurar? 

Quais sad os dados? Que 4 fornecido? Do que se dispbe? 

, Qua! 4 a condicionante? For qual condigtfo esta a Incognita iigada aos dados? 

Estas indagagbes podem ser apresentadas peto professor para verificar se o 
problema foi oompreendido com clareza. Alem disso, elas encaminham a atengao 
do aluno para as partes principals de urn "problema de determinagSb", a Incognita, os 
dados, a condicionante. Como A possfvel que seja necessArio examinar diversas ve- 
zes essas partes, as perguntas deverao ser repetidas em fases mais avangadas da resolu- 
g So. (Exemplos poderfo ser encontrados nas segoes 8, 10, 18, 20: em EQUACIONA- 
MENTO 3,4; em PROBLEMAS PrAticos, 1; em ENIGMAS e em outros artigos). 

Estas indagagoes sao muito relevantes para o solucionador. Ele verlfica o seu 
entendimento do problema, concentra a atengao nesta ou naquela parte principal. A 
resol ugao consiste, essential me nte, em ligar a incognita aos dados. Portanto, o solu- 
cionador deverd concentrar repetidas vezes a atengao nestes elementos, perguntando: 
Qua/ 4 a incdgnita? Qua/s sao os dados? 

O problema pode ter vArias incognitas, ou a condicionante pode ter diversas 
partes que devam ser consideradas separadamente, ou pode ser conveniente com 
siderar algum dado isolado. Por isso, podemos usar diversas varlantes das nossas in- 
dagagoes, tais como: Quais sSTo as incbgnitas? Qual A o primeiro dado? Qual e o se- 
gundo dado? Quais sao as diversas partes da condicionante? Qual A a primeira clausu- 
la da condicionante? 

As partes principals de um "problema de demonstragSo" $£o a hipbtese e a con* 
clusbb e as indagagoes correspondentes ser So: Qua/ 4 a hipdtese? Qual 4 a concfusao ? 
£ possfvel que precisemos variar a expressao verbal ou modificar estas perguntas 
tantas vezes uteis; 0 que se supde? Quais sao as vdrias partes da suposi$$o? (Ver 
exemplos na segSo 19). 

Raciocmio heurfstlco £ aquele que nSo se considera final e rlgoroso, mas ape- 
nas provisorio e plausfvef, e que tem por objetivo descobrir a so I ugao do problema 
que se apresenta. Somos muitas vezes levados a usar o raciocmio heurfstico. Tere* 
mos a absoluta certeza quando chegarmos A solugab completa, mas freqGentemente, 
antes de chegarmos A certeza absoluta, teremos de nos satisfazer com um estimativa 
mais ou menos plausfvel. £ possfvel que precisemos do provisorio antes de atingirmos 
o final. Para chegarmos a uma demonstragao rigorosa, 4 necessArio o raciocmio heu- 
rfstico, assim como andaimes $So necessArios A construgao de um edit fcio. 

"Dhrarm do* ponto* dlscutidoi no t* artigo *So tratadot com maior extansfio no trabalho 
do Autor, publicodo na Acta Psychofogtca, vol.4 (1938), pAg*. 113 - 170. 
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Ver SIN A is DE PftOGRESSO. Muitas vezes, o raciocfnio heurfstlco A baseado na 
indugao ou na analogia; ver inducAO E iNDUgAO MatemAtica e ANALOGIA, 8, 9, 
10 . 

O raciocfnio heurfstico vale por si proprio. 0 que 4 mau 4 confundMo com a 
demonstragSo rigorosa. Pior ainda e fazer passar um raciocfnio heurfstico por uma 
demonstragao rigorosa. 

0 ensino de certas mate ri as, principalmente do CAIculo para engenheiros e ff- 
sicos, seria muito melhorado se a natureza do raciocfnio heurfstico fosse mais bem 
compreendida, se tanto as sues vantagens quanto as suas limitagbes fossem aberta- 
mente reconhecidas e se os livros mostrassem claramente os argumentos heurfstlcos. 
Um argumento heurfstico apresentado com elegancia e franqueza poder4 ser fitil; 4 
possfvel que ele prepare para o argumento rigoroso, do qual geralmente cont4m al- 
guns germes. Mas 4 provAvel que um argumento heurfstico se torne prejudicial se ele 
for apresentado com ambiguldade, revelando hefitagffo entre acanhamnento e preten- 
sSb. Ver POR QUE DEMONSTRAR7 

Redundancia. Ver condicionante. 

Regras de descoberta. A primeira regra de descoberta 4 ter boa cabega e boa 
sorte. A segunda 4 f icar flrme e esperar at4 que aparega uma id4ia brilhante. 

Pode ser bom lembrar, de um modo algo brusco, que certas aspiragoes sffo 
irrealizAveis. Regras de descoberta infalfveis, que levem 4 resolugao de todos os 
problemas matem4ticos, seriam mais preciosos do que a pedra filosofal, em vao procu- 
rada pelos alquimistas. Tais regras fariam milagres, mas nSo hA mi lag res. Encontrar 
regras infalfveis, aplic4vels a toda sorte de problemas 4 um velho sonbo filosbfico, 
que nunca passar4 de sonho. 

Uma esp4cie razo4vel de heurfstica nao poderA almejar regras infalfveis, mas 
sim tentar o estudo de processes mentais (operagbes, passos, lances) especfficos, que 
contribuam para a solugSb de problemas. Tais procedimentos s3o usados por todas as 
pessoas sSs, interessadas no problema. Elas sao indicadas por certas indagagbes e su- 
gestoes estereotipadas que as pessoas inteligentes apresentam a si prbprias e o profes- 
sor inteligente apresenta a seus alunos. Uma tista de indagagbes e sugestoes desta cate- 
goria, formu I adas como sufic iente clareza e bem ordenadas, pode nfo ser tSb desej4vel 
quanto a pedra filosofal, mas pode ser apresentada. Este livro apresenta tal lista. 

Regras de ensino. A primeira regra de ensino 4 saber o que se deve ensinar. A 
segunda, 4 saber um pouco mais do due aquilo que se deve ensjnar. 

Cada coisa em seu lugar. O Autor nao pensa que todas as regras de conduta 
para professores sejam completamente inuteis, pois do contrArio nSo ousaria escre- 



ver um livro inteiro sobre a conduta de professores e atunos. No entanto, £ bom 
n£o esquecer que um professor de Matem£tica dever£ saber afgo de Matemdtica e que 
aquele que desejar incutir em se us alunos a correta atrtude mental para com os pro- 
blemas dever£ ter, ele prdprio, adquirido essa atitude. 

Regra de estilo. A pnmeira regra de estilo £ ter alguma coisa a dizer. A segunda 
6 controlar-se quando, por acaso, tiver duas coisas a dizer: dizer primeiro uma coisa, 
depois outra, nunca ambas ao mesmo tempo. 

Regressfio* Se quisermos compreender o comportamento humano, devere- 
mos compar£-lo com o comportamento animal. Os animais tambem "tem problemas". 
A Psicologia Experimental tem feito grandes progresses, nas ultimas d£cada$, em 
pesquisas sobre as atividades "solucionadoras de problemas" de animais de diversas 
espfcies. Nao podemos aqui discut ir essas investigates, mas procuraremos descrever 
resumidamente apenas uma experience simples e instrutiva, descrigab essa que ser- 
vir£ como que um coment£rio do m£todo da an£Jise, ou da regressio, isto £, de "vol- 
tar para tr£s". A propdsfto, este assunto £ tratado no presente livro, sob o nome 
de PAPPUS, a quern se deve uma cl£ssica descrigSo do metodo em questfo. 

1. Procuraremos responder k seguinte intricada pergunta: Como 4 possfvel 
retirar de um rid exatamente sets Iitros de 4gua sesdse dispde, para medir a 4gua f de 
dots recipientes, com quatro e nove iitros de capacidade? 

I magi nemos com clareza os instrumentos de que dispomos, os dois recipient 
tes. (Quais sab os dados?) Admitamos que s3o eles dois vasos cilfndricos, de bases 
iguais e cujas alturas est^To entre si oomo 9 est£ para 4 (ver figura 22). Se, na face de 
cada vaso, houvesse uma escala graduada que nos permitisse avaliar o nfvel da £gua, 
o problema seria simples. No entanto, nfo h£ tal escala e, assim, estamos ainda longe 
da solugSo. 

i 19 


4 


Figura 22 

Nao sabemos ainda como medir exatamente 6 Iitros, mas poderemos medir 
alguma outra coisa? (Se nSo conseguir resolver o problema proposto, procure antes 


resolver algum problema correiato. £ posst'vef obter algo de util dos dados?) Faga- 
mos alguma coisa, vamos nos divertir um pouco. Poderfamos encher completamente 
o vaso maior e despejar tanto quanto possfvel no vaso menor; fi car fames assim com 5 
Iitros. Seria tambem possfvel ficar com 6 Iitros? Temos de novo os dois vasos vazios. 
Poderfamos tamb£m. . . 

Estamos agora a fazer o que muita gente faz quando se defronta com este pro* 
blema. Co mega mos com os dois recipientes vazios, experimentamos isto e aquilo, 
enchemos e esvaziamos, e quando nSo conseguimos, recomegamos por tentar alguma 
outra coisa. Estamos assim a caminhar para f rente, da situagSo Inicial para a situagSo 
final desejada, dos dados para a incbgnita. Poderemos, acidentalmente, ter bom £xito. 

2. Ora, as pessoas excepcionalmente capazes, ou aquelas que nas suas aulas 
de Materrtilica tiveram a oportunidade de aprender algo mais do que operagdes me- 
ramente rotineiras, nao perdem muito tempo com essas tentativas, mas voltam*se 
e passam a caminhar para tr£s. 

De que £ que precisamos? (Qua! 4 a inedgnita?) Visualizemos a situagSo final 
que almejamos, com a maior clareza possfvel. Imaginemos que temos aqui, k nossa 
frente, o vaso maior contendo exatamente seis livros de £gua e o vaso menor vazio, 
como a figura 23 mostra. (Comecemos por aquilo de que se precisa e admitamos que 
J4 foi encontrado aquilo que se procure, diz Pappus.) 



De que situagao anterior poderfamos obter a desejada situagao final mostrada 
na figura 23? (Indaguemos de que antecedente podera ser deduzido o resuftado dese- 
jado, diz Pappus). Poderfamos, £ evidente, encher totalmente o vaso maior, ou seja, 
com 9 Iitros, mas ent3o terfamos de despejar exatamente 3 Iitros. Para conseguir 
isto... terfamos de ter exatamente um litro de £gua no vaso menor! £ isso! (Ver fi- 
gura 24). 

(O passo que acabamos de dir n£o £ assim tSo f&cil. Pouoos serao capazes de 
dS'lo sem muita hesitagao. Com efeito, ao reconhecermos a significagao deste passo, 
j£ prevemos a forma da resolugao que segue.) 


134 


135 




Figure 24 


Mas como poderemos chegar a situapao que acabamos de encontrar e que 4 
ilustrada pela figura 24? (indaguemos de novo qua f seria o antecedente deste ante - 
cedente). Como a quantidade de gi^ia do rio 4 praticamente ilimitada, a situagao da 
figura 24 equivale 4 seguinte, da figura 25. 



Figura 25 

ou, ainda, 4 seguinte, da figura 26. 



Figura 26 


£ ttcil recon hecer que, se for possfvel chegar 4s situates indicadas nas figures 
24, 25 e 26, pode-se igual mente chegar a qualquer uma outra, mas nSo 4 f4cil obter 
a situagao da figura 26, a menos que j4 a tenhamos visto antes, ou a encontrado aci- 
dentalmente em alguns dos nossos ensaios initials. Nas tentativas com os dois vasos, 
4 possfvel que tenhamos feito alguma coisa semelhante e que agora relembremos, no 
momento certo, de que a situagao da figura 26 pode surgir por sugestdb da figura 27. 
Enchemostotalmenteovaso maior, em seguida dele transferimos, duas vezes seguidas, 
quatro litros para o vaso menor, despejando-os no rio, de cada vez. Chegamos final- 
mente a alguma coisa jd conhecida (estas sao palavras de Pappus) e, seguindo o m£- 
todo da an£lr$e ou regressao, descobrimos a sequencia apropriada das operagoes. 

E verdade, descobrimos esta sequencia na ordem regressiva, mas tudo o que res- 
ta a fazer 4 inverter o processo e comegar peio ultimo ponto afcangado na analise 
(como diz Pappus). Primeirr, realizamos as operagoes sugeridas pela figura 27 e obte- 
mos a figura 26, daf passamos a 25, em seguida 4 24 e, por fim, 4 figura 23. Retro- 
cedendo, conseguimos finahmnte deduzir o que era precise * 



Figura 27 


3. A tradigSo grega atribui a Platfo a descoberta do mdtodo da an4li$e. 
Pode-se nSo confiar muito na tradigao mas, de qualquer maneira, se nSo foi PlatSb, 
algum sdbio grego achou por bem atribuir a inveng§o deste m£todo a um g6nio filo* 
sbfioo. 

H4 certamente neste m£todo alguma coisa que nSo 4 superficial. H4 uma certa 
dificuldade psicolbgica em fazer meia-volta, em afastar-se do objetivo, em regredir, 
em desviar-se da trajetbria almejada. Ao descobrir a sequencia apropriada das ope- 
ragdes, a nossa mente passa a proceder numa ordem que 4 ex ata mente a inverse do 
desempenho real. H4 uma espgcie de repugnSncia psicolbgica para com esta ordem in- 
verse, que pode impedir que atg um estudante muito capaz compreenda o mgtodo, se 
este n2o Ihe for apresentado com cuidado. 

No entanto, n£o 4 precise s^r gbnio para resolver por regressfo um probiema 
concreto. Qualquer pessoa poderg faz£-lo com um pouco de bom senso. Concentre* 
mo-nos no objetivo desejado, visualize mos a po$ig£o final em que gostarfamos de 
nos encontrar. A parti r de que posiefo anterior podemos chegar 4 final? £ natural 



fazer esta pergunta e, ao faze-la, estamos voltando para tras. Atg problemas muito 
etementares conduzem naturalmente i regres$£o (ver pappus, 4). 

A regressao i um processo de bom senso ao alcanoe de tod os e nSo se pode 
duvidar que ele foi utilizado, por matemgticos ou nffo, antes de Platao. 0 que alguns 
sgbios gregos podem ter considerado como uma realizagao digna do ggnio de PlatHo 
g*o enunciado do processo em termos gengricos e a sua caracterizagfc como uma ope* 
ragao tfpica util na resolugSo de problemas, matemgticos ou nao. 

4. Passemos agora a uma experience psicolbgica — case n5o seja muito brusca 
a transigao de PiatSo para cSes, galinhas e chimpanzgs. Uma cerca forma tres dos la* 
dos de um ret£ngulo, deixando aberto o quarto lado, como a frgura 28 mostra. 
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Figure 28 

Colocamos um cachorro dum lado da cerca, no ponto D t e alguma comida dooutro 
lado, no ponto F \ Para o cachorro, este problema g relativamente simples, Ele primei- 
ro ensaia um saito dire to sobre a comida, mas em seguida se volta e, correndo com 
decisao atg o final da cerca, chega i comida numa curva suave. Algumas vezes, po- 
rgm, especialmente quando os pontos D e F e$t£o muito prbximos, a solugao nao 4 
tao i mediate : o cachorro pode perder tempo a ladrar, a arranhar a cerca e a jogar-se 
contra ela, antes de "conceber a brilhante id£ia" {como dir Tamos) de contorn&-La. 

£ interessante comparer o comportamento de outros animals quando coloca- 
dos no lugar do cachorro. 0 problema g muito f£cif para um chfmpanzg ou para uma 
crianpa de quatro anos (para esta, um brinquedo pode constituir um atrativo maior 
do que a comida). Ele se torna, porgm, surpreenaentemente diffcil para uma galinha, 
que fica a correr excltadamente para frente e para trds, do seu lado da cerca, e pode 
assim ievar um tempo enorme atg chegar £ comida, se i que chegarg mesmo. Mas a 
galinha poderg enfim conseguir acidentalmente. 

5. Nao devemos estabelecer uma grande teoria com base em uma s6 experi£ncia 
que foi apenas abreviadamente divulgada. Nao hi porgm, nenhum inconveniente 
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em observer analogias evidentes, desde que estejamos preparados para veriflc£-las e 
reavalig-las. 

Resolver um problema de qualquer tipo & contornar um obst&culo; portanto, a 
experigneia descrita tern um valor simbblico. A galinha comportou-se como as pes* 
soas que resolvem os seus problemas de qualquer jeito, por tentativas repetidas, con- 
seguindo eventualmente, gragas a um acidente feliz, sem que tenham percebido as 
razdes do seu sucesso. 0 cachorro, que arranhou, sakou e Jatiu antes de se voltar, 
resofveu o seu problema quase tSo bem quanto nds resolvemos o nosso dos dots re- 
cipientes. Imaginar uma escala graduada para indicar o m'vel da &gua era uma espgcie 
de arranhSb quase inutil, que apenas mostrava que aquilo que procur&vamos estava 
bem abaixo da superffeie. N6s tambgm procuramos primeiro caminhar para a frente 
e mais tarda tivemos a id£la de voltar para tr&s. O cachorro que, depois de um breve 
exame da situagSo, deu meia-volta e saiu a correr, d£ a impressao, certa ou errada, 
de uma intuigao superior 

Nao devemos sequer condenar a galinha pela sua ingpeia. Hi uma certa dificul- 
dade em fazer meia-volta, em afastar*se do objetivo, em caminhar sem olhar conti* 
nuamente para a meta, em n£o seguir a trajetbria que leva diretamente ao fim deseja- 
do. Hi uma evidente analogia entre as dificuldades da galinha e as nossas prbprias, 

Sabedoria dos provgrbios, Resolver problemas i uma atividade humana funda- 
mental. De fato, a maior parte do nosso pensamento consciente relaciona-se com pro* 
blemas. A nao ser quando nosentregamos a merosdevaneiosou fantasias, os nossospen- 
samentosdirigem-separa um fim, procuramos meios, procuramos resolver um problema. 

Algumas pessoas t£m mais sucesso do que outras em atingir os seus objetivos e 
resolver os seus problemas. Essas diferengas sao notadas e comentadas e certos pro- 
vgrbios parecem ter preservado a quintessence de tais observagoes, De qualquer mo- 
do, hi muitos provgrbios que caracterizam ad mi ravel me nte os procedimentos tfpicos 
seguidos na resolugSo de problemas, os aspectos de bom senso, os estratagemas e os 
erros habituais. Muitas observagoes judiciosas, algumas sutis, aparecem em provgr* 
bios mas, g evidente, estes nao constituem um sistema cientffico, livre de incoergncias 
e obscuridades. Pelo contrgrio, i muito comum a um determinado provgrblo ser con- 
traposto um outro que d£ um consefho exatamente inverse e & grande a amplitude 
de interpretag£o. Seria to! ice considerar os provgrbios como fontes autorizadas de 
sabedoria universalmente aplic&vel, mas seria tambgm uma pena desprezar a descri- 
gao pitoresca de procedimentos heurfsticos que eles proporcionam. 

A coleta e a cla$sificag£o de provgrbios relativos ao planejamento, £ procura de 
meios e i escolha de finhas de agao, em suma, de provgrbios relativos & resolugao de 
problemas, constituirg interessante tarefa, Como, para isso, dispomos de pouco es- 
pago, o melhor que podemos fazeng citar alguns que ilustram as fases principals do 
processo solucionador, as quats se destacam em nossa list a e sSb discut id as nas segdes 
6 a 14 e em outros I uga res. Os provgrbios citados estao impressos em it&Uco. 
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t. A prtmeira coisa a fazer com um problems 6 compreenddlo bem: Quern 
entende mal, mat responde. Precisamos distinguir claramente a meta que desejamos 
alcazar: Perm no fim antes de comegar. Este 6 um conselho muito antigo: respice 
finem 4 o drto latino. Infelizmente, nem todos seguem este bom conselho e as pessoas 
muitas vezes comepam a especular, a falar e, atf, a agir confusamente sem ter compre- 
endido propriamente o objetivo para o qua) deveriam trabalhar. O to/o otha para o 
comego, o sabio veo fim. Se o objetivo n?o estiver claro em nossa mente, poderemos 
facilmente desviarmo-nos do problema e abandond-lo. 0 sAbio comega peto fim, o 
to/o termina no comedo. 

Nao basta, por£m, compreender o problema, £ precise tamMm querer a sua so- 
lupao. Nao teremos probabilidades de resolver um problema diffcil se nfo tivermos 
um forte desejo de resolve-lo, mas havendo um tal anseio haver* uma chance. Que- 
rer 4 poder 

2, A concepgao de um piano, de uma idgia da agao apropriada, 6 o que mais 
importa na solugSo de um problema. 

Uma boa id£ia & uma sorte, uma inspira^So, um presente dos deuses, que preci- 
samos fazer por merecer: A perseveranga 4 a mae da boa sorte. Nao se derruba um 
carvalho com uma s6 maebadada. Se no prinefpio nSo conseguir, continue tentando. 
Mas nao basta continuar tentando, precisamos tentar meios diferentes, variar as ten- 
tativas. Bxperimente todas as chaves do moiho. Devemos adaptar as nossas tentati- 
ve 4* circunstjncias. Veleja-se conforme o vento. Fagamos como pudermos se nao 
pudermos fazer como queremos. Se nffo conseguirmos, deveremos tentar outra coisa. 
O sAbio muda de optniSo, o tofo nunca. Oevemos mesmo estar, de safda, preparados 
para um possfvel fracasso de nosso piano e ter outro de reserva. Mantenha duascor- 
das para o arco. £ possfvel, naturalmente, exagerar essa mudanpa de um piano para 
outro e, assim, perder tempo. Poderemos, entao, ouvir o coment&rio irdnico: Faga e 
desfaga que o dta 4 bastante iongo. Teremos menos possibilidades de enganos se n3o 
perdermos de vista a nossa meta. 0 objetivo da pescaria nao 4 iangar o anzol , mas sim 
apanhar o peixe . 

Esforcamo-nos para extrair algo de util da membria, porfim, muitas vezes, quan- 
do surge uma ideia que poderia ajudar, n So a apreciamos por causa da sua aparente 
insign if iedneia. 0 experto talvez nao tenha mais id£ias que o inexperto, porem ele 
aprecia mais as que tiver e as utiliza rnelhor* 0 sdbio cria mais oportunidades do qua 
as encontra. 0 sdbio faz ferramentas daqui/o que I he cat as maos, Ou 6 possfvel que 
a vantagem do experto esteja em que ele se manttim permanentemente atento d opor- 
tunidades. Fique sempre de ofho na grande ocastio . 

3. Devemos comegar a execugSb do nosso piano na hora certa, quando ele 
estiver amadurecido, nunca antes. NSo devemos nos precipitar. Ofhe antes desaftar. 
Prove antes de confiar . Uma demora prudente tome o caminho seguro, Por outro 
lado, nSo devemos hesitar por muito tempo. Quem quiser navegar sem risco, nao se 
faga ao mar Page o que puder e espere peto metbor. Use os meios e Deus o ajudard. 
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Devemos usar o nosso disoernlmento para escolher o momento azado. E aqui 
vai um aviso oportuno para lembrar o engano mais comum, a mais habitual falha de 
discernimento: £ fdcii acredltar naquifo que se dese/a, 

0 nosso piano, no caso mais favor^vel, somente nos fornecerS um contorno 
geraL Temos de nos convencer de que os detalhes se encaixam nesse contorno, de 
modo que temos de examiner cada detalhe, um ap6s outro. Degrau a degrau, sobe-se 
a escada. Faga as coisas graduaimente. 

Na execugao do nosso piano, devemos ter o cuidado de dispor as suas etapas 
na ordem apropriada, que muitas vezes 4 inversa £ ordem da invengSo. Oqueo toto 
faz no fim , o sdbio faz no prinefpio . 

4, 0 reexame da solugao completa constitui uma fase importante e instrutiva. 
Nao pensa bem quem nao repensa. 

Reexaminando a solugao, podemos descobrir outra confirmagao do resuitado. 
£ bom lembrar ao principiante que essa segunda confirmagao 6 valiosa, que 6 melhor 
ter duas demonstragoes do que uma s6. £ maisseguro ancorar com dots terms, 

5. De modo algum esgotamos os comentdrios acerca de prov£rbios relativos 
d solugao de problemas. No entanto, muitos outros, que poderiam ter sido citados, 
dificilmente apresentariam novos temas, mas apenas variagdes sobre os j& menciona- 
dos. Certos aspectos mais sistemdticos e mais refinados do processo solucionador 
mal caberiam sob o tftulo de Sabedoria dos Provfrbios. 

Na descrigSo dos aspectos mais sistemdticos da soiugfc, o Autor procurou, aqui 
e ali, imitar o feitio peculiar dos provdrbios, o que nSo 6 facil. Seguem-se alguns pro- 
v£rbios "sinteticos" que descrevem atitudes algo mais refinadas. 

0 fim indica os meios. 

Seus melhores amigos sao 0 que, Por que, Onde, Quando e Como. Pergunte 
0 que, pergunte Por qufi, pergunte Onde, Quando e Como — e nSlo pergunte a nin- 
gu£m quando precisar de conselho. 

Nao acredite em coisa alguma, mas s6 duvide daquilo que merecer duvida. 

Olhe em torno quando encontrar o primeiro cogumelo - ou fizer a primeira 
descoberta; am bos medram em grupos. 

Se nfr conseguir resolver o problema proposto n£o se aflija muito com o in- 
sucesso e procure consolar-se com alguns dos Sxitos que j£ obteve, pmeure antes 
resolver algum problema correlate; criarS, assim, coragem para obter de novo o pro- 
blema original. N§o esquega que a superioridade do homem estd em contornar um 
obstdculo que nSo pode ser supdrado frontalmente, em conceber um problema 
auxiliar adequado quando o problema original parecer insoluvel. 

£ possfvel imaginar um problema correlato que se/a mats acessfvet? £ preciso 



agora inventar um problems correlate, e nSo apenas fembrar cfe urn; espero que jj 
haja tentado satisfazer a indagapao: Conhece um problems corretato? 

Asdemaisindagapoestem um objetivo comum, que 6 a VARlApAo do PROBLE- 
MA. Ha diferentes meios de alcanpar este objetivo, tais como GENERALfZApAo, PAR- 
JICULARIZACAO, ANALOGIA e outros, que sao maneirasdiversas de decomposiqAo 
e recombinacAO. 

Separe as diversas partes da condicionante. Nosso primeiro dever £ compreen- 
der o problems Compreendendo-o por inteiro, passamos aos detalhes. Examinamos 
suas partes principals (a incognita, os dados, a condicionante) uma por uma. Quando 
tivermos bem em mente essas partes e nenhuma id£ia nos houver ainda ocorrido, pas- 
samos a outros detalhes. Examinamos os diversos dados, um por um. Uma vez com- 
preendida a condicionante inteira, separamos as suas diversas partes e examinamos 
cada parte, uma a uma. 

Vemos agora a funpao da sugestao aqui a presented a, Eja tende a provocar um 
passo que temos de dar quando procuramos ver ciaramente o problema e tivermos 
de entrar em detalhes cada vez mais profundos.Trata-se af de um passo de DECOMPO- 
SING E RECOMBINACAO. 

Separe as diversas partes da condicionante. Pode anota-fas? Temos muitas vezes 
oportunidade de formular esta indagapao quando passamos ao EQUACI ONAMENTO. ■ 

Simetria tem dois significados: um, mais comum, particular, geom&trico; outro, 
menos comum, gen£rico, 16gico. 

A Geometria Espacial elementar considera dois tipos de simetria: em relapao 
a um piano (chamado piano de simetria) e em relapao a um ponto (chamado centro 
de simetria), 0 corpo humano parecer ser razoavefmente simetrico, porem de fato 
nao o £: diversos 6rg3o$ internes estao dispostos muito assimetricamente. Uma es- 
tates pode ser perfeitamente sim£trica em relap§b a um piano vertical, de tal manei- 
ra que as duas partes sejam completamente "intercambidveis". 

Numa aceppSo mais geral, um todo £ dito simetrico quando tem partes inter- 
cambtiveis. H£ muitos graus de simetria; eies diferem no numero de partes mter- 
cambi£veis e nas operates que permutam as partes, Assim, um cubo apresenta um 
alto grau de simetria: as suas 6 faces sSo intercambi£veis entre si, como o sao os seus 
8 vertices e as suas 12 arestas. A expressed 

yz + zx + xy 

6 sim£trica: qualquer par das fejras x, y, z pode ser permutado entre si sem alterar 
a expressed. 


A simetria, no sentido geral, e importante para o nosso assunto. Se o problema 
for simetrico em algum aspecto, poderemos tirar vantagem da observapao das suas 
partes intercambi£veis e muitas vezes compensa tratar da mesma maneira as partes 
que desempenham a mesma funpao (ver ELEMENTOS AUXILIARES, 3). 

Procure tratar simetricamente o que 6 simetrico e nao destruir arbitrariamente 
qualquer simetria natural. Somos, contudo, muitas vezes levados a tratar assimetri- 
camente o que £ natural mente sim&trico. Um par de luvas £ cert a mente simetrico; 
no entanto, ningu£m usa o par de um modo perfeitamente simetrico, nmgu£m colo- 
ca ambas as luvas ao mesmo tempo, mas sim uma apos outra, 

A simetria pode tambem ser Otil na verificap^o dos resultados (ver sep£o 14), 

Sinais de progresso, Quando Colombo e seus companheiros velejavam para 
oeste, atraves de um oceano desconhecido, eies se animavam sempre que avistavam 
pdssaros, pois consideravam estes como um sinal favor£vel, indicador da proximidade 
de terra, por£m ficaram muitas vezes desiludidos. Pensavam que algas marinhas flu- 
tuantes ou nuvens baixas pod i am indicar terra, mas tamb£m ficaram desapontados. 
Um dia, por£m, os sinais se multi plicaram. Na quinta-feira, 11 de outubro de 1492, 
"avistaram p&ssarqs e um canipo verde perto do navio. Os que estavam na caravela 
Pints viram um pedapo de cana e uma vara e recolheram uma pequena lanpa que pa- 
recia ter sido trabalhada a ferro, al£m de outro pedapo de cana, de uma planta ter 
restre e de uma pequena t£bua. A tripulapao da caravela Nina tamb£m avistou sinais 
de terra e um gaiho coberto de sementes. Foi um alfvio geral etodos se rejubilaram 
com estes sinais". B de fato, no dia seguinte avistaram terra, a primeira ilha de um 
Novo Mundo. 

0 nosso empreendimento pode ser importante ou nao, o nosso problema pode 
ser de qualquer tipo - quando estamos a trabalhar intensamente, procuramos, com 
ansiedade, sinais de progresso, assim como Colombo e seus companheiros procura- 
vam sinais de proximidade de terra. Examinaremos alguns exemplos que nos ajuda- 
rao a compreender o que razoavelmente pode ser consider ado como um sinal de 
aproximapao da solupao, 

1, Exemplos Tenho um problema de xadrex, Tenho de por em xeque-mate 
o rei preto, digamos, em dois lances. No tabuleiro, bem distante do rei preto, est£ 
um cavalo branco que parece sup£rfluo. Para que serve? Sou forpado, no momento, 
a deixar sem resposta esta pergunta. No entanto, apbs v£rias tentativas, ocorreu-me 
uma nova jogada e observei que esta poria em jogo o cavalo branco. A observapffo 
deu-me uma nova esperanpa e considerei-a como um sinal favor£vel: o novo lance 
tinha uma certa possibilidade de ser o certo. Por que? 

Num problema de xadrez bem concebido nao h£ pepas sup£rf1uas. Portanto, 
temos de levar em conta todas as que estao no tabuleiro, temos de usar todos os da - 
dos. A solupao correta tem certamente de usar todas as pepas, mesmo aquele cavalo 



branco que parecia $up£rfluo. Neste ultimo caso, o novo lance que imagine! concor- 
dava com a jogada correta que devia fazer. 0 novo lance parece o certo; ele pode 
ser o certo. 

Seria interessante examinar urna situagfo semelhante num problems matem£ti- 
co. Quero exprfmir a Area de urn triangulo em fungSo dos tr£s lados a, b e c. J£ 
tracei urn piano, Ser, mars ou menos claramente, quais as relates geom£trica$ que 
tenho de levar em conta e que c£lculo$ devo realizar. Mas nSo tenho ainda certeza se 
o meu piano funcionar£. Se agora, procedendo de acordo com o piano, observar que 
a grandeza 

\fb^ + c — a 

errtra na expressed da area que estou em vias de estabelecer, terei um bom motivo 
para f fear satisfeito. Por que? 

De fato, nao se deve esquecer que a soma de dois lados de um triangulo £ mafor 
do que o tercefro. Isto implica numa certa restrigao. Os lados dados, a t b e c, 
nao podem ser inteiramente arbitr£rios; por exemplo, b + c tern de ser maior do 
que a. Trata-se de uma parte essencial da condicionante e devemos utilizar toda a 
condic/onante, Se b + c n£o for maior do que a , a formula que procuro tor- 
nar-se-d ilusbria. Sim, porque a raiz quad rad a que acima aparece torna~se imagin£ria 
quando b + c — a 6 negative, isto £, quando b + c 6 me nor do que a e assim 
a raiz quadrada torna-se imprbpria para representar uma quantidade real. Deste mo- 
do, a minha fdrmula, na qual entra uma raiz quadrada, apresenta uma importante 
propriedade em comum com a fbrmula verdadeira, A minha formula parece a verda- 
deira; efa pode ser a fdrmula verdadeira. 

Ets um outro exemplo. H£ algum tempo, quis demonstrar um teorema de Geo- 
metria Espacial. Sem muita dificuldade, encontrei uma primeira observagao que me 
pareceu pertinente, mais af pareL Faltava alguma coisa para concluir a demonstragao. 
Quando, naquele dia, desisti, tinha j£ uma nopSo, mais clara do que no prinefpio, de 
como se apresentaria a solugfc, de como a lacuna deveria ser preenchida, porem era 
incapaz de preenche*la. No dia seguinte, ap6s uma noite bem dorm i da, logo lembrei- 
me de um teorema andlogo da Geometria Plana. Num lampejo, convene!- me de que es- 
tava agora com a solugao e tinha, pensei, boa razao para estar disto convene ido. Por 
que? 

De fato, a anatogia 6 um bom guia. A resolugao de um probtema de Geometria 
Espacial muitas vezes depende de um problems an£logo da Geometria Plana (ver 
analog i A, 3 a 7). Assim, no meu caso, havia de safda uma possibilidade de que a 
desejada demonstragao utilizaria como lema um teorema da Geometria Plana do trpo 
que flnalmente me veio £ mente. "Este teorema parece o lema de que precise; ele po- 
de ser o lema de que preciso" — este foi o meu raciocfnio. 
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Se Colombo e seus homens se dessem ao trabalho de raciocinar explicits mente, 
teriam procedido de maneira semelhante. Conheciam a aparencia do mar nas proxi- 
midades da costa. Sabiam que, com maior freqiiencia que em alto-mar, aparecem 
pSssaros nos ares, vindos de terra, e objetos flutuantes, desgarrados do litoral.Muitos 
dos homens deviam ter feito observagoes semelhantes quando, em viagens anteriores, 
regressavam aos seus portos de origem. Na vespera da data memor£vel em que avis- 
taram a ilha de Sao Salvador, quando os objetos que flutuavam nas £guas tornaram-se 
mais frequentes, pensaram: "Parece que estamos nos aproximando de terra; £ possi- 
vel que estejamos nos aproximando de terra'' e "foi um alfvio geral e todos se rejubi- 
Jaram com estes sinais". 

2. Carater heurfstico dos sinais de progresso . Insistamos num ponto que tal- 
vez esteja claro para todos, mas que £ muito importante e, por isto, deve ficar per- 
feitamente esclarecido. 

0 tipo de raciocfnio ilustrado pelos exemplos anteriores merece ser seriamente 
notado e levado em conta, embora apenas proporcione uma indicag£o plausfvel e 
nao uma certeza infalfvel. Reformulemos um desses racrocmroscom pedantismo, por 
extenso e com detalhes de pouca naturalidade: 

Quando nos aproximamos de terra, muitas vezes avistamos pSssaros. 

Estamos a avistar p£ssaros. 

Port an to, provavelmente, estamos a nos aproximar de terra. 

Sem a palavra "provavelmente", a conclusao seria uma completa falacia. Com 
efeito, Colombo e seus companheiros muitas vezes avistaram pdssaros, mas depois se 
desapontaram. So uma vez chegou o dia em que os avistaram e ao qual se seguiu o 
dia da descoberta. 

Com a palavra "provavelmente", a conclusao e razo£vel e natural, mas de ma- 
neira alguma constitui uma demonstragao conclusiva: ela £ somente uma indicagto, 
uma sugestao heurfstica. Seria um grande engano esquecer que uma tal conclusao 
£ apenas provavel e consider£-la como uma certeza. Porem desprezar inteiramente 
essas conclusbes seria um engano ainda maior. Quem tomar uma conclusao heurfs- 
tica como certa, podera ser enganado e ficar desapontado; mas quem desprezar com- 
p let a mente as conclusoes heurfsticas nao far£ nenhum progresso. Os mais importan- 
tes sinais de progresso s£o heurfsticos. Devemos confiar nesles? Devemos segui-los? 
Siga-os, mas fique de olho aberto. Confie neles, mas n£o defxe de observar. E nunca 
renuncie ao seu discern imento. 

3. Sinais daramente expressaveis. Podemos encarar os exemplos anteriores 
de um outro ponto de vista. 

Em um desses exemplos, co n side ra mo s como um sinal favor£vel, o fato de con- 
seguirmos por em jogo um dado at£ entao nao utiiizado (o cavalo branco). Estdvamos 
perfeitamente certos em assim considera-lo. De fato, resolver um problems consiste, 



essencialmente, em encontrar a conexao entre os dados e a incdgnita. Ai£m disso, 
devemos, pelo menos nos problemas bem en unci ados, utifizar todos os dados e rela- 
cionar cada um deles com a incbgnita. Assim, podemos considerar que a colocagao 
em jogo de mais um dado e um progresso, um passo a frente. 

Num outro exemplo, consideramos como um sinal favor£vel o fato de uma 
tliusula essencial da condicionante ter sido adequadamente levada em oonta em nos- 
sa fbrmula. Est£vamos perfeitamente certos em assim considerar. Com efeito deve- 
mos utifizar toda a condicionante. Assim sendo, podemos considerar que levar em 
conta mais uma clausula da condicionante £ um progresso, um passo na diregao 
certa. 

Em ainda um outro exemplo, consideramos como um sinal favor£vel o surgi- 
mento de um problema a n^ logo mais simples, o que tambem se justifies, pois a ana- 
log i a £ certamente uma das principals fontes da invengao. Se outros meios fafharem, 
deveremos procurar tmaginar um problema ana logo, Portanto, quando um tal pro- 
blema surge espontaneamente, por si proprio, sentimo-nos naturalmente jubilosos, 
sentimos que estamos a nos aproximar da solugao. 

Apos esses exemplos, podemos agora perceber facilmente a id£ia geraL H£ cer- 
tas operates mentals que sao tipicamente uteis na resolugao de problemas. (As 
mais comuns dessas operapdes const am da lista deste livro.) Se uma delas tiver su- 
cesso (se mais um dado ficar relacionado com a incognita — se mais uma clausula 
for levada em conta — se for introduzido um problema andlogo mais simples), esse 
sucesso sera percebido como um sinal de progresso. Uma vez com preend id o este pon- 
to essencial, podemos expressar com alguma clareza a natureza de outros novos st- 
nais de progresso. Tudo o que temos a fazer e reler a nossa lista e observer as v£rias 
indagagoes e sugestoes que compoem, ja do ponto de vista em que acabamos de nos 
situar. 

Assim, a com preen sao clara da incbgnita £ progresso. A disposigao ordenada 
do$ di versos dados, de tal maneira que possamos facilmente relembrar de qualquer 
um deles, tamb£m £ progresso. A visualizag$o nftida da condicionante como um todo 
pode significar um progresso essencial e a separagao dessa condicionante em partes 
apropriadas pode constituir um importante passo £ frente. Quando encontramos uma 
figura f£ci! de imaginar, ou uma notagSo f£cif de reter, podemos razoavelmente crer 
que fizemos progresso. A recordagao de um problema correlate e ja anteriormente 
resofvtdo pode constituir um passo decisivo na diregao certa. 

E assim pordiante: a cada operagSo mental concebida com clareza corresponde 
um certo sinal claramente expressive!, A nossa lista, bem examinada, inclui tambem 
sinais de progresso. 

Ora, as indagagdes e sugestoes que constituem essa nossa lista sao simples, 
6bvias, apenas bom senso comum. Para compreend&-la, nSo £ necessaria nenhuma 


ciencia oculta, pois bastard um pouco de bom senso e, naturalmente, alguma ex- 
periencia. 

4. Sinais menos claramente expres$4veis. Quando trabalhamos intensamente, 
sentimos bem o ritmo do nosso progresso. Quando ele £ rdpido, exultamos: quando 
lento, ficamos deprimidos. Sentimos claramente essas diferengas sem sermos capa- 
zes de Identificar qualquer sinal especffico. Disposigdes de dnimo, sensagoes, aspectos 
gerais da situagao servem para indicar o nosso progresso, mas nab sSo fdeeis de ex- 
pressar. "Parece-me bom" ou "Nao estd tao bom", dizem os simplorios. Os mais 
sutis se exprimem com certa nuance. "Este £ um piano bem equilibrado" ou "N£o, 
estd faltando alguma coisa e isto prejudica a harmonia". E no entanto, por detrds de 
expresses primitivas ou vagas, h£ uma inconfundfvel sensagao de confianga que mui- 
tas vezes nos leva ao caminho certo. Se tal semagao for muito forte e surgir repenti- 
namente, falamos de insplragao. As pessoas geralmente nSTo duvidam de suas inspi- 
ragoes e algumas vezes sSb por elas enganadas. De fato, devemos tratar as sensagoes 
orientadoras e as inspiragdes da mesma maneira que tratamos aqueles sinais de 
progresso mais claramente expre$s£veis, que foram discutidos no item anterior. Con- 
fie, mas fique de olho aberto. 

Siga sempre a sua inspiragao, mas com uma pitada de dbvida. 

[Qua I £ a natureza dessas sensagoes orientadoras? Haver£ algum significado 
menos vago em palavras de conotagoes tSo est£ticas como "equilibrado" e "harmo- 
nioso"? Estas questoes sao mais especulativas que pr£ticas, mas o presente contexto 
indica respostas que talvez me regam ser enunciadas: como os sinais de progresso mats 
claramente express£veis relacionam-se com o sucesso, ou fracasso, de certas operagdes 
mentais bem definidas, podemos suspeitar que as nossas sensagoes orientadoras me- 
nos claramente expressaveis podem estar similarmente relacionadas com outras 
atividades mentais mais obscuras — talvez com atividades cuja natureza seja mais “psi- 
co log i ca" e menos "logica".] 

5. Como os sinais ajudam. Tenho um piano. Percebo claramente por onde 
co mega r e quais os passos iniciais que deverei dar. Por£m nao vejo bem o rumo que 
o caminho toma mais adiante. Nao estou muito certo de que o meu piano funcionar£ 
e, de qualquer maneira, ainda tenho um longo caminho pela frente. Portanto, comego 
cautelosamente na diregao indicada pelo meu piano e me mantenho alert a para sinais 
de progresso. Se esses sinais forem raros e indistintos, fico hesitante. E se por muito 
tempo eles deixarem mesmode aparecer, posso ficar desencorajado, voltar atr£s e ten- 
tar outro caminho. Pelo contrario, se os sinais se tornarem mais freqiientes £ medida 
que avango, se eles se multiplicarem, a minha hesitagao se desvanece, o meu moral se 
levanta e prossrgo com confianga cada vez maior, assim como ocorreu com Colombo 
e seus companheiros antes de avistarem a ilha de Sao Salvador. 

Os sinais podem orientar as, nossas apoes. A sua ausencia pode alertar-nos 
de um beco sem saida e poupar-nos tempo e trabalho inuteis. A sua presenga pode 
fazer com que concentremos o nosso esforgo sobre o ponto certo. 
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No entanto, os sinais podem tamb£m ser enganadores. Uma vez, abandonei 
uma trilha por falta de sinais, mas algu£m, que vinha atr£s de mim e prosseguiu um 
pouco mais, fez uma importante descoberta — para meu grande aborrecimento e eter- 
no arrepend i mento* Ele n So s6 teve mais perse veranda do que eu, mas tamb£m in* 
terpretou corretamente certos sinais que deixei de notar. Por outro lado, posso se- 
- guir alegremente por um cam in ho, encorajado por sinais favoraveis, e deparar-me com 
um obst£cuk> insuspeitado e intransponfveL 

Sim, os sinais podem nos enganar num ou noutro caso, mas eles nos guiam 
certo na maioria das vezes. Um cagador pode, aqui e ali, interpretar mal os rastros 
deixados pelos animals, mas ele precisa estar certo na m£dia, pois do contr£rio a 
caga nao poderia ser seu meio de subsistence. 

1= preciso experiSncta para interpretar corretamente os sinais. Algunsdos com- 
panheiros de Colombo certamente conheciam, por experiencia, o aspecto do mar 
nas proximidades do litoral e assim estavam capacitados a interpretar os sinais que 
sugeriamestaremase aproximar de terra. 0 experto sabe, por sua prbpria experiencia, 
como a srtuagao se apresenta e qua) a sensagao que se tem quando a solugao est£ pro- 
xlma, de ta! modo que ele e capaz de interpretar os sinais indicadores dessa aproxi- 
magao. 0 experto conhece mais sinais do que o inexperto, e os conhece melhor: 
a sua principal vantagem pode consistir nesse conhecimento. Um cagador experiente 
nota rastros de animais e avalia se eles sSb recentes ou antigos em casos nos quais um 
outro, inexperiente, seria incapaz de perceber coisa alguma. 

A principal vantagem das pessoas excepcionalmente talentosas pode consistir 
numa especie de sensibilidade mental extraordin£ria. Com sensibilidade reflnada, 
ele percebe sutis sinais de progresso ou nota a sua faita onde os menos ta lento so s 
seriam incapazes de perceber a diferenga. 

[6. Sifogismo heunstico * No item 2, deparamo-nos com um tipo de raciocfnio 
heurfstico que merece maior consideragao e, tamb£m,com um termo tecnico. Come- 
cemos por reformular aquele raciocfnio da seguinte forma: 

Quando nos aproximamos de terra, muitas vezes avistamos pAssaros. 

Estamos a avistar pAssaros. 


Portanto, torna-se mais verossi'mil qua estejamos a nos aproximar de terra. 

As duas proposigoes acima da linha horizontal sao chamadas as premissas e a 
que fica abaixo da linha, a conctusao. E todo este modelo de raciocmio pode ser de- 
nominado um sifogismo heur/stico. 

As proposigoes est£6 aqui enunciadas da mesma forma que no item 2, mas a 
conclusao est£ expressa por uma frase mais curdadosa. Colombo e seus ho me ns 
conjecturavam desde o princfpio que, mais cedo ou mais tarde, encontrariam terra 
velejando para oeste. E eles deviam ter dado credito a essa conjectura, pois, do con- 
trArio certamente nSto ter i am partido. A medida que prosseguiam viagem, re lac ion a- 
148 


vam cada incidente, maior ou menor, com a questao predominant©: "Estaremos a 
nos aproximar de terra?" A sua confianga subia e descia conforme os eventos ocor- 
riam ou deixavam de ocorrer, e as crengas de cada um flutuavam mais ou menos dife- 
rentemente, de acordo com seus princfpios e seu carter. Toda a tensSb dramatica da 
viagetn devia-se a essas variagdes da confianga. 

0 silogismo heurfstico do exemplo revela um motivo razo&vel para uma altera- 
gao do nfvel de confianga. Ocasionar tais alteragoes £ a f ungao essencial deste tipo 
de raciocfnio e esta caracterfstica fica mais bem expressa pela forma aqui apresenta- 
da do que por aquela outra que se encontra no item 2. 

O modelo geral sugerido pelo nosso exemplo pode ser assim apresentado: 

Se A for verdadeiro, entao B tambAm serA verdadeiro, como sabemos. 

Ora, ocorre que B 6 verdadeiro. 

Portanto, A torna-se mais verossfmil. 

Ainda mais resumidamente: 

Se A . . . entao B 
B verdadeiro 


A mais verossfmil. 

Neste enunciado esquemAtico, a linha horizontal substitui a pa lavra "portanto" 
e traduz a implicagSo, o elo essencral que Jiga as premissas A conclusao.] 

[7. Natureza do raciocmio pfausfvef. Neste livro, estamos a tratar de uma 
questao filosbfica. Discutimos esta questAo de um modo tao simples e informal, e 
tSo distanclado das formas de expressSo muito complexas, quanto nos £ possfvel, 
mas de qualquer maneira o nosso assunto £ filosbfico. Ele estA relacionado com a na- 
tureza do raciocfnio heurfstico e, por extensao, com um tipo de raciocfnio que n3o 
£ demonstrado, embora seja importante, e ao qual chamaremos, na falta de um ter- 
mo melhor, de raciocfnio plausfveJ. 

Os sinais que convencem o inventor de que a sua id£ia £ boa, as indicagoes que 
nos orientam nas atividades cot id i a nas, a prova circunstancial do advogado, a prova 
indutiva do cientista, a evid£ncia estatfstica invocada em muitos e diversos assuntos — 
todas essas evidences coincidem em dois pontos essenciais. Primeiro, nao apresentam 
a certeza de uma demonstragAo rigorosa. Segundo, s 3o titeis d aquisigSo de novos 
conhecimentos e at£ indispensAveis a qualquer conhecimento que n£o seja puramen- 
te matemAtico ou Lbgico, a qualquer conhecimento relative ao mundo ffsico. Po- 
derfamos chamar o raciocfnio em que se baseia este tipo de evid£ncia de "heunsti- 
co" ou "indutivo" ou (se desejarmos evitar espichar o significado de termos exis- 
tentes) de "raciocfnio plausfvel" Adotamos aqui esta tiltima designagSo* 
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0 silogismo heurfstico acima apresentado pode ser considerado o modelo de 
raciocmio plausfvel mais simples e mais difundido. Ele nos lembra o modelo cldsstco 
de raciocfnio dedutivo, o chamado "modus tollens" de silogismo hipot&tico. Mos- 
tramus a seguir, lado a lado, esses modelos: 

Demonstrative* Heurfstico 

Se A , . . entfo B S eA ... ent£b B 

B fa Iso B verdadeiro 


A fa Iso A mais verossfmil 

A comparagSb acima pode ser instrutrva, pofs ela leva 6 compreensao, que dificil- 
mente seria conseguida por outros meios, da natureza do raciocfnio plausfvel (heu- 
rfstico, indutivo). 

Os dois model o$ t6m em comum a primeira premissa: 

Se A ... ent£o 8 . 

Eles diferem na segunda premissa. As proposigdes: 

8 false B verdadeiro 

$3b exatamente opostas, mas tem uma "natureza I6gica semeihante" e e$t$6 no mes- 
mo "nfvel Ibgico". A grande diferenga aparece depots das premissas. As conclusdes 

A fa Iso A mais verossfmil 

estao em diferentes nfveis Idgicos e suas relagdes com as respectivas premissas sao 
de uma natureza I6gica diferente. 

A conclusao do silogismo demonstrativo € da mesma natureza I6gica das pre- 
misses. A 16m disso, a conclusao est5 completamente expressa e se ap6ia plenamente 
nas premissas. Se meu vizinho e eu concordamos em aceitar as premissas, nao po- 
demos razoavelmente discordar quanto h aceitag^o de conclusao, nao imports quao 
diferentes possam ser nossos gostos ou convicgoes, 

A conclusSo do silogismo heurfstico difere das premissas por sua natureza lo- 
gics: 6 mais vaga, nSo tao nftida, menos plenamente expressa. Esta conclusao se com- 
para com uma forga: tem diregao e grand eza. Ela nos conduz num certo sentido: 
A se torna mais verossfmil. Tem tamb£m uma certa intensidade: A oode setornar 
muito mais verossfmil ou apenas um pouco mais verossfmil. A conclusao nao fica 
plenamente expressa nem apoiada perfeitamente pelas premissas. A direglfo € expres- 
sa e impiicada nas premissas, a grandeza nao. Para quatquer pessoa razoavel, as pre- 


missas implicam em que A se torna mais verossfmil (certamente nao ao contr&rio). 
Wo entanto, meu vizinho e eu podemos honestamente discordar em relagfo a quanto 
mais verossfmil A se torna, pois os nossos temperamentos, a nossa formagao e as 
nossas razoes subjetivas podem ser diferentes. 

No silogismo demonstrativo, as premissas contituem toda a base em que se as* 
senta a conclusao. Se ambas as premissas forem vdlidas, a conclusao tamb6m o ser6. 
Se recebermos nova informagao que nfo altere a nossa confianga nas premissas, ela 
tampouco afetard a nossa confianga na conclusao. 

No silogismo heurfstico, as premissas constituent apenas uma parte da base 
em que se ap6ia a conclusao, a parte plenamente expressa, "visfvel" da base, mas h£ 
uma outra n3b expressa, invisfvel, formada por alguma outra coisa, talvez por sensa- 
g5es indistintas ou por razetes subjetivas. Com efeito, pode ocorrer que recebamos al- 
guma nova informagao que deixe completamente Intacta a confianga que deposita- 
ries em ambas as premissas, mas que inf luencie a confianga que temos em A de ma- 
neira exatamente oposta 6 expressa na conclusao. E: at6 razoavel achar A mais ptau- 
sfvel pelas premissas do nosso silogismo heurfstico. No entanto, podemos encontrar 
amanhff motivos que de modo algum interfiram com aquelas premissas, mas que fa- 
gam A parecer menos plausfvel ou que at£ mesmo refutem completamente esta 
proposigao, A conclusao pode ser abalada, e at£ mesmo completamente demolrda, 
pelas comogdes das partes invisfveis da sua fundagao, embora as premissas, as suas 
partes visfveis, permanegam perfeitamente firmes. 

Estas observagoes parecem tornar um pouco mais compreensfvel a natureza 
heurfstica, indutiva e outros tlpos de raciocmio plausfvel nao demonstrativo, que se 
afiguram tao desco ncertantes e indefinfveis quando encarados do ponto de vista da 
logica puramente demonstrativa. Parecem necessarios muitos outros exemplos con- 
cretos, a consideragao de outros tipos de silogismo heurfstico e uma irwestigagao do 
conceito de probabilidade e semelhantes para completar a abordagem aqui escolhi- 
da. Para isso, ver o livro do autor intitulado Mathematics and Piausibte Reasoning.] 

As razoes heurfsticas sao im porta ntes, muito embora elas nada demonstrem. 
Faz-se necess^rio clarif icar as nossas razdes heurfsticas, a despeito de que, por detrfs 
de qualquer razao assim clarificada, haja muitas outras que permanegam obscuras e 
sejam talvez at6 mais relevantes. 


Termos, antigos e novos, que descrevem a atividade de resolver problemas sao 
muitas vezes ambfguos. A propria atividade 6 de todos conhecida e muito falada, 
mas, como ocorre com outras atividades mentais, e diffcil de$crev6-la. Na falta de 
estudos sistemiticos, nSo ha terrhos tecnicos que a descrevam e, alem disso, certos 
termos semit6cnicos frequentemente contribuem para a confusao, porque sao usados 
com sentidos diferentes por diferentes au tores. 
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A pequena relagao que segue £ constitufda por alguns termos novos aqui usa- 
dos e certos outros, antigos, evitados no presente livro, alem de ainda outros termos, 
tamb£m antigos, mantidos a despeito de sua ambiguidade. 

£ possi'vel que o leitor fique confuso com esta discussed term] no log ica, a me- 
nos que as suas no goes estejam bem ancoradas em exemplos. 

1. Anafise foi muito bem definida por PAPPUS e £ urn termo util, que ca- 
racteriza um processo tfpico de estabelecer um piano, a partir da inc6gnita (ou da 
conclusao) e caminhando no sentido dos dados (ou da hipotese). Infelizmente, a 
pa lavra adquiriu muitos significados diferentes (como exemplos, an£lises matem£tica, 
qufmica, logical e r portanto, lastima-se ter de evit£-la no presente trabalho, 

2. Condicionante liga a incdgnita de um "problema de determinagSTo" aos 
respectivos dados (ver PROBLEMAS DE DETERMINANCY PROBLEMAS de demons* 
TRAQAO, 3). Neste sentido, e um termo claro, util e indispensavel. Torna-$e, muitas 
vezes, necess£rio decompor a condicionante em partes diversas (ver DECOMPOSING 
E RECOMBINANO, 7 e 81. Ora, cada parte da condicionante e tambem chamada 
uma condicionante. Esta ambiguidade, que £s vezes se torna embaragosa, poderia ser 
facilmente remediada pela adogao de um termo t£cnico para designar as partes da 
condicionante inteira. Por exemplo, cada uma dessas partes seria chamada de 
"d£usula". 

3. Hipdtese designa uma parte essencial de um teorema matem£tico do tipo 
mais corrente (ver PROBLEMAS DE DETERMINANCY PR OB LEM AS DE DEM0N5TRA- 
CAo, 4). 0 termo, neste sentido, £ perfeitamente claro e satisfatorio. A dificuldade 
est£ em que cada parte da hipdtese £ tamb£m uma hipdtese, de modo que a hipo- 
tese pode ser constitufda por diversas hipdteses. O remddio estaria em chamar cada 
uma das partes da hipdtese inteira de "clausula" ou algo semelhante. (Comparar 
com as observagoes anteriores, a respeito de "condicionante".) 

4. Partes principals de um problema estao descntasem problemas de DE- 
TERMINANCY PROBLEMAS DE DEMONSTRApAO, 3 e 4). 

5. Problema de determinagao, problema de demonstragao constituem um par 
de termos novos, adotados a contragosto para substituir termos histdricos cujos sen- 
tidos frcaram, por£m, irremediavelmente confusos pelo uso corrente. Nas versdes 
latinas de textos matem£tico$ gregos, o nome comum a ambos os tipos de problemas 
£ proposition um "problema de determinagao" e chamado simplesmente de problema 
e um "problema de demonstrated", teorema . Na llnguagem matem£tica cl£ssica, as 
palavras proposigao, problema e teorema conservam o seu sentido "euclidiano", 
mas tudo isso est£ alterado na linguagem matemdtica moderna, Justifica-se, portan- 
to, a adogao dos novos termos. 

6. Raciocfnio progressive foi usado com v£rio$ sentidos por autores diversos 
e com o seu antigo sentido de "srntese" (ver 8) por certos outros autores. Este ulti- 
mo sentido £ aceit£vel, mas foge-se aqui do uso desta expressao. 


7. Raciocfnio regressive foi usado com o seu antigo sentido de "an£lise" por 
alguns autores (comparar 1 e 6). A expressao £ aceit£vel, mas foge-se aqui do seu uso. 

8. Sin tese foi usada por PAPPUS com um sentido bem definido, que mere- 
ceria ser conservado. Lamenta-se, por£m, evit£-lo no presente livro, pelas mesmas 
razoes apresentadas para a sua contraparte "analise" (ver 1). 

9. Sofugao £ um termo perfeitamente claro, quando tornado no seu sentido 
puramente matem£tico: designa qualquer objeto que satisfaga a condicionante de um 
"problema de determinagSo". Assim, as solugoes da equagao x 2 - 3x + 2 = 0 
sao as suas rafzes, os nfimeros 1 e 2. Infelizmente, a palavra tem outros significados 
com os quais ela £ usada, at£ por matematicos, ao lado do seu sentido puramente 
matem£tico. Solugao pode tambem significar o "processo solucionador dos proble* 
mas" ou o "trabalho dispendido em resolver o problema"; usamos a palavra neste 
sentido quando falamos de uma "solugao diffcil". Solugao pode tamb£m significar o 
"resultado" do trabalho dispendido em resolver o problema; podemos usar a pala- 
vra neste sentido quando falamos de uma "boa solugao" Ora, pode acontecer que 
tenhamos de mencionar, num mesmo perfodo, o objeto que satisfaz a condicionante 
do problema, o trabalho de chegar a ele e o resultado desse trabalho; se cedermos a 
tentagao de chamar de "solugao" as tr§s coisas, o perfodo poder£ nao ficar muito 
claro. 

Teste dimensional £ um meio bem conhecido, r&pido e eficiente de verificar 
formulas geometricas ou ffsicas. 

1. Para relembrar o teste, consideremos um tronco de cone circular reto. 

Sejam 

Ft o raio da base inferior; 
r o raio da base superior; 
h a altura do tronco; 

S a area da superf feie lateral do tronco. 

Se R, r e h forem dados, $ estar£ evidentemente determinada. Encontra- 
remos a expressao 

S = JT(ff + 4 y/[R - r} 2 + h 1 

£ qual desejamos a pi i car o teste dimensional. 

A dimensao de uma quantidade geom£trica evidencia*se facilmente. Assim, 
R t r e h sao comprimentos que, se forem medidos em centfmetros, terSo a dimen- 
sao cm. A £rea S £ medida em gentfmetros quadrados, portanto, a sua dimensao 
£ cm 2 . Quanto a n = 3, 14159 ... trata-se de um simples numero; sedesejarmos 
atribuir uma dimensao a uma quantidade puramente numerica, ela dever£ ser 
cm 0 = 1. 



As parcels de uma soma deverSo ter a mesma dimensao, que ser£ tamb£m a 
dimensao da soma. Assim, R t r e R + r tern a mesma dimensao, que £ cm . Como 
nao poderia deixar de ser, as duas parcelas (/? — r) 2 e h 2 tamb£m t£m a mesma 
dimensao, que £ cm 2 . 

. A dimensao de um prod u to £ o prod u to das dimensoes de seus fatores e a re- 
gra relativa a potencias £ semelhante. Substituindo, em ambos os membros da for- 
mula testada, as quantidades pelas suas dimensoes, obtemos 

cm 2 - 1 • cm • s/cm 2 . 

Como se verifica, o teste n3b indica erro algum na fbrmula. 

Ela passou no teste. 

Paraoutrosexemplos, versegSo 14 e£ POSSlVEL VERIFICAR 0 RESULTADO? 2. 

2. Podemos aplicar o teste dimensional ao result ado final ou aos resultados 
intermediaries de um problema, ao nosso trabalho ou ao trabalho dos outros (muito 
util para procurar erros em provas de exames) e, tamb£m, a fbrmula que relembramos 
ou a outras a que procuramos chegar por intuigao, 

Se relembrarmos as formulas 4 nr 2 e 4ftr 3 /3, da drea e do volume da esfera, 
mas nlo tivermos plena certeza de quais daquelas grandezas cada uma corresponded 
o teste dimensional esclarecerd a duvida. 

3. 0 teste dimensional e ainda mais importante na Ffsica do que na Geome* 

tria. 

Consideremos um penduio "simples", Isto £, um pequeno corpo pesado suspen- 
se por um fio cujo comprimento admite-se invari£vel e cujo peso considerate despre- 
zfvel. Sejam £ o comprimento do fio, g a aceleragao da gravidade e T o perfodo 
do p£ndulo. 

Consideragoes da MecSnrca mostram que T depende apenas de £ e g. Pode- 
mos lembrar que 

T = c% m g n 

em que c r m t n sao certas constantes numericas. Isto £, supomos que T seja propor- 
tional a certas potencias de i m ,g R de £ e g. 

Examinemos as dimensoes. Como T £ um tempo, £ medido em segundos e 
a sua dimensao £ $. A dimensao de £ £ cm , a dimensao de g e cm * s' 2 e a di* 
mensao da constante num£rica £ 1 , O teste dimensional fornece a equagao 

s = 1 • (cm) m {cm - s' 2 )" 

ou seja 


s = icm) m + " s’ 2 ". 

Ora, deveremos ter as mesmas potencias para as unidades fundamentals cm e 
s em ambos os membros; para isso, £ necessdrio que 

0 — m + n 1 = — 2n 

e, portanto, 

1 1 

n - - — m = — 

2 2 

Portanto, a fbrmula para o perfodo T deve ser da forma 

T = cC 1/s s _% = c \/T 
V 9 

0 teste dimensional £ muito util neste caso, mas nao fornece tudo, Primeiro, 
nenhuma informagSb pro pore iona quanto ao valor da constante c (que e, na realida- 
de, 2ir). Segundo, ele nada informa quando aos limites de validez: a formula somente 
£ valida para pequenas oscilagoes do penduio e apenas aproximadamente (ela £ exata 
para oscilagoes "infinitamente pequenas"). A despeito destas limitagoes, nao ti£ du- 
vida de que o exame das dimensdes permitiu-nos prever rapidamente, e pelos meios 
mais elementares, um aspecto essential de um resultado cujo tratamento exaustivo 
requer recur $os muito mais avangados. 0 mesmo ocorre em muitos outros casos se- 
me than tea. 

Trabalho subconsciente. Uma noite desejei falar com um amigo sobre um cer- 
to escritor, mas nSo consegui lembrar-me do seu nome. Irritei-me, pois recordava-me 
muito bem de um de seus contos. Lembrava-me, tamb£m, de um estoria sobre o 
prbprio autor; em suma, recordava-me de tudo, exceto do nome, Em vao insisti em 
relembra-lo. Na manh£ seguinte, logo que pensei no aborrecimento da v£spera, o 
nome ocorreu-me sem nenhum esforgo. 

£ muito prov£vel que o lertor se recorde de alguma experiencia propria se- 
melhante. E, se ele for um apaixonado por problemas, £ provavel que ja ihe haja 
ocorrido algo semelhante na resolugao de problemas. Muitas vezes acontece que nSo 
se obt£m nenhum sucesso com um determinado problema; tem-se muito trabalho 
sem encontrar coisa alguma. Mas quando se volta ao problema depois de descansar 
uma noite, ou apos a f guns dtas de intervalo, surge uma id£ia brrlhante e chegate 
facilmente £ solugao. Pouco importa a natureza do problema; uma palavra esqueci- 
da, uma outra difi'cil de um jogo de palavras cruzadas, o im'cro de uma carta impor- 
tune ou a sotugao de um problema matemitico podem ocorrer dessa maneira. 
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Ta is eventos dao a impressao de trabatho subconsciente. 0 fato £ que um pro- 
blema, ap6s uma ausencia prolongada, pode voltar ao consciente com muito maior 
clareza, muito mais pr6ximo da sua solug§o, do que quando foi deixado de lado. 
Quern o tornou mais claro, quem o aproximou da solugSb? Evidentemente a propria 
pessoa, que nele trabalhou subconscientemente, £ d if mil encontrar outra resposta, 
erq bora psico logos hajam descoberto os princfpios de uma outra explicagao, que po- 
der£ um dia chegar a ser mais satlsfatoria. 

Tenha ou n£o mdritos a teoria do trabalho subconsciente, o certo e que nab 
devemos forgar a ref lex ao consciente. H£ momentos em que melhor £ deixar o pro- 
blems de lado por aigum tempo, "0 travesseiro £ um bom conselheiro" diz um velho 
prov£rbio. Dando um descanso ao problema e a n6s prbprios, poderemos obter ama- 
nha result ados melhores com menos esforgo. "Se hoje nao, amanhS talvez" diz outro 
velho ditado. Mas £ conveniente nSo pdr de lado um problema, ao qua! desejamos 
voltar mais tarde, sem termos a impressao de que ja conseguimos alguma colsa, de 
que pelo menos um pequeno ponto foi estabelecido, de que aigum aspecto da ques- 
ts ficou de certo modo elucidado, quando paramos de trabalhar nele. 

Somente voltam melhor ados aqueles problemas cuja resolugao desejamos ar- 
dentemente ou para a qua! temos trabalhado com grande intensidade. 0 esforgo 
consciente e a ten$£o parecem necessaries para deflagrar o trabalho subconsciente. 
De qualquer modo, tudo se passaria com grande facilrdade se assim n£o fosse: pode- 
riamos resolver diffceis problemas simplesmente indo dormir ou esperando o apa- 
recimento de um id&a brilhante. 

Os antigos conslderavam que um boa id&ia subita era uma inspiragao, um 
presente dos deuses. Faz-se por merecer esse presente pelo esforgo ou, pelo menos, 
por um desejo ardente. 

Trace uma figura. Ver figuras. Adote uma notapao adequada. Ver NOTAQAO. 

Utilizou todos os dados? Devido £ mobilizagao progressiva dos nossos conheci- 
mentos, a nossa concepgao do problema £ mais ampla no fim do que no princfpio 
(PROGRESSO e CONSECU^AO , 1). Mas como isto ocorre? Tern tudo aquilo de que 
precisa? A sua concepgao £ cor ret a? UtUizou todos os dados? UtUizou toda a com 
dicionante? As indagagoes correspond entes quando se trata de um "problema de de- 
monstragao'' 6: UtUizou toda a hipdtese? 

1. Como exemplo, vo I temos ao "problema do paralelepfpedo", formulado 
na segSb 8 e retomado nas segdes 10, 12, 14, 15, Pode acontecer que ao estudante 
ocorra a idgia de calcular a diagonal de uma face, \fa* + b 2 , mas da f ele nao sai. 
O professor pode auxiltf-lo, perguntando: U tUizou tod os os dados? 0 estudante nab 
pode deixar de observar que a expressed s/P 1 + b 2 nao contim o terceiro dado. 


c. Portanto, ele deve por c em ag5b. Assim, ele tern u ma boa o portunidade de ob- 
servar o decisivo triangulo retdngulo cujos catetos sSo \fa 2 + 6 2 ace cuja hipote- 
nusa £ a procured a diagonal do paralelepfpedo. (Para outro exemplo, ver ELEMENTOG 
AUXILIARIES, 3). 

As indagagoes aqui tratadas sao muito importantes. A sua aplicagao £ resolugao 
de um problema est$ claramente demonstrada pelo exemplo mencionado. Elas nos 
podem ajudar a encontrar o ponto fraco da nossa concepgao do problema. Podem, 
tamb£m, nos indicar um elemento que falta. Quando percebemos que ainda esta 
faltando um elemento, naturalmente tentamos ir busc£-lo e aproveitd-lo. Assim, 
temos um indfcio, uma definida linha de ag$o a seguir, uma boa chance de encontrar 
a id£ia decisiva. 

2. As indagagoes aqui sugeridas sao Oteis, n3o apenas no prepare do argumen- 
to, como tambdm na sua verificagSo. Para sermos mais concretos, admitimos que 
temos a demonstrar um teorema cuja hipotese compoe se de tres partes, todas elas 
essenciais £ demonstragao. Isto e. se deixarmos de lado qualquer uma dessas partes, 
o teorema deixar^ de ser verdadeiro. A demonstragao utUiza toda a hipdtese? Utilize 
a primeira parte da hipotese? Onde utiliza essa primeira parte? Onde utiliza a segun- 
da parte? Onde a terceira? Ao respondermos estas perguntas, verificamos a demons* 
trag£b. 

Este tipo de verificagao e eficaz, instrutivo e quase sem p re necessdrio h perfeita 
compreensao do argumento, se este for longo e complexo, como deverd saber O LEI- 
TOR INTELIGENTE. 

3. Estas indagagoes visam ao exame da inteireza da nossa concepgao do pro- 
blema. Ela estarf certamente incomp let a se deixarmos de levar em conta qualquer 
dado ou condicionante essencial da hipdtese. Mas estar£ tambGm incompleta se nab 
percebermos perfeitamente aigum termo essencial. Por conseguinte, para examinar 
a nossa concepgao, devemos indagar: Levou em conta todas as no^des essenciais em 
volvidas pefo problema? (Ver DEFINICOes, 7). 

4. As observagoes p recede ntes exigem cautela e estao sujeitas a certas limi- 
tagdes. De fato, a sua aplicagao i mediate restringe-se a problemas "perfeitamente 
enunciados"e "razoSveis". 

Um "problema de demonstragao" perfeitamente enunciado e razoavel deve 
ter todos os dados necessaries e nenhum dado sup^rfluo; a sua condicionante deve 
ser exatamente suficiente, nem contraditbria nem redundante, Na resolugao de um 
tal problema, temos de usar, evidentemente, todos os dados e toda a condicionante. 

0 objeto de um "problema de demonstragao" e um teorema matemdtico. Se 
o problema for perfeitamente enunciado e razoavel, todas as cteusulas da hipbtese 
do teorema serao essenciais h conclusSo. Para demonstrarmos um tal teorema, tere- 
mos de utilizar cada uma das cISusulas da hipotese. 

Presume-se que os problemas matem£trcos apresentados nos livros tradicionais 



estejam perfeitamente enunciados e sejam razodveis. NSo devemos, por£m, confiar 
demais nisso; se houver a mais ligeira duvida, devemos indagar: £ possiVel SATISFA- 
ZER A CONDI CION ANTE? Ao tentarmos responder a esta pergunta, ou a outra seme- 
Ihante, convencemo-nos de que o nosso problema e t§o bom quanto clever ia ser, 

A indagagao formutada no tftulo do presente artigo e outras correlatas so men- 
te- podem e devem ser feitas sem modificagoes quando soubermos que o problema 
que se a present a £ razoavel e est£ perfeitamente en unci ado ou quando, pelo me nos, 
n£o tivermos motivos para suspeitar do contrario. 

5. Certos problemas nao-matem£ticos podem, num certo sentido, ser "per- 
feitamente enunciados". Por exempfo, admite-se que os bons problemas de xadrez 
s6 tenham uma solugao, que nao haja no tabuleiro quatquer pepa superflua etc. 

Os problemas prAticgs, no entanto, estao longe de ser perfeitamente enun- 
ciados e exigem uma completa recon srderagao das questdes aqui apresentadas. 

Variapao do problema. Um inseto (como j£ foi antes mencionado) procura 
escapar atraves da vidrapa, ensaia muitas vezes a mesma coisa impossfvel e nao tenta 
a janela proxima, por onde entrou na sala, que continua aberta. Um camundongo 
pode agir com mais inteligencia: preso na ratoeira, ele procura escapar espremendo-se 
por entre duas barras, em seguida pelas duas barras adjacentes, depois por outras bar- 
ras. Ele varia, as tentativas, explora virias possibilidades. Um homem e ou deveria 
ser, capaz de variar as tentativas com maior inteligencia, de explorar as virias possi- 
bilidades com maior compreen$£o, de aprender pelos se us erros e deficiencies, "Con- 
tinue a tentar" £ o consefho popular. E um bom conselho. 0 inseto, o camundongo, 
o homem seguem-no. Mas se um deles o observa com mais sucesso do que os outros, 
£ porque ele procura variar o seu problema com mais inteligencia. 

1. Ao fim do nosso trabalho, quando chegamos £ resolugfo, a nossa concepgao 
do problema encontra-se mais completa e mais adequada do que estava no comego. 
Se desejamos passar da conceppao inicial para uma outra mais adequada, melhor 
adaptada, devemos tentar diversos lados e encarar o problema sob diferentes pontos 
de vista. 

O sucesso na resolugao depende da escolha do aspecto certo, de atacar a for- 
taleza pelo lado mais vulner£vel. Para determinar o aspecto certo, o lado mais aces- 
sfvel, tentamos a variapao do problema . 

2. A variapao do problema e essencial e este fato pode ser explicado de varias 
maneiras. Ass inn, sob um certo ponto de vista, o progresso na resolugato do problema 
aparece como a mobilizaplo e a organizagao de conhecimentos adquiridos anterior 
mente. Temos de extrair certos elementos da nossa memAria e utiliza-los na resolu- 
pSo. Ora, a variapao do problema nos auxilia a extrair esses elementos. Mas como? 

Lembramo-nos das coisas por uma especie de "agao de contato", que se chama 


"associagfo mental": aquilo que temos agora em mente tende a nos lembrar aquilo 
outro com que esteve em contato em ocasiao anterior (N3o ha aqui nem necessida- 
de de formular mais claramente a teoria da as$octag£b, nem tampouco de dlscutir 
as suas limitapoes). Pela variagao do problema , relembramos novos aspectos e, assim, 
criamos novas possibilidades de contratar elementos relevantes ao problema. 

3. Nao podemos esperar resolver um problema s£rio sem uma concentrapao 
intensa, Masfacilmente cansamosse concentramos in ten same nte a atengao num mesmo 
ponto. Para mante-la viva, o objeto ao qual ela se dirige deve variar continua mente. 

Se nosso trabalho progride, h£ algo a fazer, novos pontos a examinar, a atengao 
fica ocupada, o interesse se mant£m. Mas se deixarmos de progredir, a atengao 
vacila, o interesse definha e surge o risco da perda total do problema. Para escapar 
deste risco, temos de nos propor uma nova indagagao sobre o problema. 

A nova indagagao descortina outras possibilidades de contato com os nossos 
conhecimentos previos e faz reviver a esperanga do estabeJecimento de contatos uteis. 
Ela conquista o interesse pels t mriagao do problema , por revelar algum novo aspecto 
do mesmo. 

4. Exempfo . Calcular o volume do cone de uma piramide de base quadrada, 
sendo dados o lado da base inferior, a, o lado da base superior, A, e a altura, A, 
do tronco. 

Este problema pode ser apresentado a qualquer turma que conhega as formulas 
que fornecem os volumes do prisma e da pirSmide, Se os alunos nao aparecerem com 
afguma ideia propria, o professor poder£ comepar pela variagao dos dados do proble- 
ms. Comepamos por um tronco em que a > b r O que ocorre quando b cresce 
at£ igualar-se a a? 0 tronco transforma-se num prisma cujo volume e a 2 A. O que 
ocorre quando b decresce ate tornar-se igua! a 0? 0 tronco transforma-se numa pira- 
mide cujo volume £ a 2 A/3. 

Esta variapao dos dados contribui, primeiro que tudo, para o interesse do pro- 
blema. Depois, pode nos sugerir, de uma maneira ou de outra, a utilizagSb dos dados 
acima indicados, relativos ao prisma e £ pirSmide. De qualquer modo, teremos en- 
contrado propriedades definidas do resultado procurado: a fbrmula final deverd ser 
tal que se reduza a a 1 h quando b = a e a a 2 A/3 quando b = 0. £ muito bom 
prever as propriedades do resultado que procuramos atingir, pois eJas nos proporcio- 
nam valiosas indicapoes e, de qualquer modo, quando chegarmos £ fdrmula final 
teremos elementos para test£-la. Teremos assim, por antecipagao, uma resposta £ 
indagagSo: £ POSSIVEL VERIF1CAR O RESULTADO? (Ver, neste artigo, o item 2.) 

5. Exempfo. Trapar um trapezio sendo dados os seus quatro lados, a, b t c e d. 

Sejam a a base inferior e c a base superior; a e c sao paralelas porem de- 
siguais, mas bed nao s5o paralelas. Se nao ocorrer nenhuma outra ideia, podere- 
mos comepar pela variapSo dos dados. 
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Principiamos com o trapezio, em que a > c. O que ocorre quando c decres- 
ce at£ igualar-se a 0? O trapezio degenera num triangulo. Ora, o triangulo A uma fi* 
gura simples e bem conhecida r que podemos tragar a partir de dados vdrios. HA uma 
cert a vantagem em introduzir esse triangulo na figura. Bast a, para isto, tragar uma 
so linha, a diagonal do trapezio (figura 29). Ao examinarmos o triangulo, verificamos, 
*por6m, que ele tern pouca utilidade: conhecemos do is dos seus lados, a e d, mas 
precisamos de tres dados. 
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Figura 29 

Fagamos outra tentativa. O que acontece quando c cresce at£tornar-$e igual 
a a? O trapezio transforma-se num paralelogramo. £ possi'vel utiliz£-lo? Um ligeiro 
ex a me (figura 30) dirige a nossa atengab para o triangulo acrescentado ao trap£- 
zio original quando tragamos o paralelogramo. Este triangulo traga-se facilmenteico- 
nhecemos os tres dados, os tres lados b f d e a — c. 
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Figura 30 

Pela variagtfo do problema original (o tragado do trapezio), chegamos a um pro- 
blema mais acessfvel (o tragado de um triangulo). Utilizando o resultado do proble- 
ma auxiliar, resolvemos facilmente o nosso problema original (temos de completar 
o paralelogramo). 

Este exemplo A ti'pico. O fracasso do outro exemplo, o primeiro, tamb^m o A. 
Reexaminando este, podemos verificar que a primeira tentativa nao foi tSo inutil, 
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pois nos proporcionou alguma id£ia. Em particular, deu-nos uma oportunidade de 
pensar em tragar um triingulo como um melo de atingir o objetivo, Com efeito, che- 
gamos a bem sucedida segunda tentativa pela modificapao da primeira, que foi infru- 
tffera. Variamos c, primeiro aumentado-o e, em seguida, dimlnuindo-o. 

6. Como no exemplo precedente, temos muitas vezes de tentar diversas mo- 
dificagbes do problema. Temos de vari£-!o, de reformul3-lo, de transform<Ho repe- 
tidamente ate conseguirmos, finalmente, encontrar alguma coisa de util. Podemos 
aprender pelos nossos fracassos: A possfvel surgir uma boa idgia num ensaio fracas- 
sado e, assim, podemos chegar a uma tentativa bem sucedida peia modificapao de 
uma outra que foi infrutifera. 

7. H A certos mod os tfptcos de variagao do problema que sao particularmente 
uteis, tais como a voita as definiqQeS, A decOMPOSIQAO e RECOMPOSigAo, a intro- 
dugao de ELEMENTOS AUXILIARES, a GENERAUZACAo, a PARTlCULARlZAgAo e a 
utilizagaoda ANALOGIA. 

8. 0 que h A pouco dissemos (no item 3) acerca de indagagoes novas capazes 
de recuperar o interesse, A importante para a boa utNizagab da nossa lista. 

0 professor pode utMizar essa lista para ajudar os seus aiunos. Se estes progri- 
dem, nSo necessitam de auxflio e o professor nib Ihes deve fazer qualquer pergunta, 
mas sim deixa-los trabalhar sozinhos, o que e, obviamente, muito melhor para a sua 
independence. O professor deve, evidentemente, tentar encontrar alguma questao 
adequada ou sugestoes que possam auxiliar os alunos, quando estes nao conseguirem 
ir adiante, porque af o risco de que o estudante se canse e a ban done o problema 
ou perca o interesse e cometa erros tolos como resultado da indiferenga. 

Podemos utMizar a lista na resolugao dos nossos prbprios problemas. Para o fa- 
ze rmos adequada mente, procedemos como no caso anterior, Quando o nosso progres- 
so A satisfatorio, quando novas observagoes surgem espontanea mente, seria simples- 
mente uma estupidez prejudicar esse avango espontaneo com indagagbes extempora- 
neas. Mas quando o progresso fica bloqueado, quando nada nos ocorre, corremos o 
risco de cansar do problema. Entlo e tempo de pensar numa id£ia geral que nos 
possa ser de utilidade, em indagagbes ou sugestoes da lista que possam ser a propria - 
das ao caso. Qualquer questao que tenha possibilidade de mostrar um novo aspecto 
do problema serA bem-vinda: ela poderS reconquistar o interesse e, assim, manter-nos 
a trabalhar e a pensar. 
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Porte 4 

Problemas, Indicates, Solugoes 


Estd parte final oferece ao leitor oportunidades de praticar. 

Os problemas n56 exigem outros conhecimentos preliminares al6m dos adquiri* 
dos num bom curso de 2? grau. No entanto, nSb sSo f&ceis demais nem constituem 
simples problemas rotineiros. Alguns deles exigem originalidade e engenho** 

As indicagdes conduzem d $olug§o, na maioria das vezes, pela citagSo de uma 
frase adequada da lista. Para um leitor muito a ten to, pronto a aproveitar sugestdes, 
elas poderfo revelar a id6ia-chave da solug£o. 

As solugoes mostram nSo somente a resposta como tamb6m o prooedimento 
que a elas conduz, muito embora, naturalmente, o leitor tenha de contribuir com al- 
guns pormenores* Certas solugoes procuram descortinar uma perspectiva ampla por 
meio de umas poucas pa lavras finals. 

0 leitor que haja sinceramente tentado resolver o problema tem a melhor pro- 
babilidade de tirar vantagens da indicagfo e da solugao. Se ele chegar ao resultado por 
seus prdprios meios, teri aprendido alguma coisa pela comparagtfo do seu nr^todo 
com o apresentado no livro. Se, ap6s um esforgo s6rio, ficar indinado a desistir, a in- 
dicagSfo poderd fornecer-lhe a id6ia que Ihe falta. Se nem mesmo a indicagao semr-lhe 
de ajuda, ele poderd olhar a solugao, procurar isolar a id&a-chave, p6r de lado o livro 
e, ent£o, tentar resolver o problema sozinho. 


•Exceto quanto ao Problema 1 (bem conhacido, mai muito curtoso), todot os outroi do 
extra fdos da Examas Competrtrvo* da Metamitica, da Unfrartidada Stanford, com algumas pe- 
querm altaragdoa. Algurn dos problemas foram publtcados no The American Mathematical Montly 
a/ou no The California Mathematics Council Bulletin. Neita Ultimo peribdico, foram tambtm 
publicadas, palo autor, algumas das solug5as, qua aqui aparaoam com as naraartriai adaptaydas. 



PR OB LEM AS 


1* Um urso parte do ponto P e percorre um quildmetro no sentido sul. Em 
seguida, muda de rumo e anda um quildmetro no sentido leste. Finalmente, muda 
outra vez de rumo F percorre um quildmetro no sentido norte e chega exatamente ao 
ponto de partida. Qual 4 a cor do urso? 

2. Roberto deseja adquirir um lote de terreno, rigorosamente piano e mve- 
lado, Jimitado por quatro linhas. Dois dos limites deverfo ficar exatamente na diregSo 
norte-sul e os dois outros, na direg5o leste*oeste. Cada uma da linhas-limite deverd 
medir exatamente 100 metros. Serfi possfvel encontrar um lote com estas caracte- 
rfsticas no estadodo ParanS? 

3. Roberto tern 10 bolsos e 44 moedas. Ele quer colocar as moedas nos bol* 
sos, mas de tal maneira distribufdas que em cada bolso fique um nOmero diferente 
de moedas. Serfi possfvel conseguMo? 

4. Para numerar as pdginas de um grosso volume, o tipdgrafo utilizou 2.989 
algarismos. Quantas pdginas tern o volume? 

5* Entre os pap£is do vov6 foi e neon t rad o um recibo: 

72 perus $ — 67,9 — 

0 primeiro e o ultimo algarismos do ntimero, que evidentemente representava o pre- 
^o total das aves, aparecem aqui substitufdos por espagos em branco porque se apa- 
garam e estSo ilegfveis. 

Quais serSo os algarismos apagados e qual era o prego de um peru? 

6. S£o dados um hexdgono regular e um ponto situado no seu piano. Tragar 
uma reta que passe pelo ponto dado e divida o hexfigono dado em duas partes de dreas 
iguais. 

7. E dado um quadrado. Determinar o lugar geom6trico dos pontos dos quais 
o quadrado € visto sob um Sngulo (a) de 90°; (b) de 45°. (Seja P um ponto situado 
fora do quadrado mas no mesmo piano deste. 0 menor Sngulo com vfirtice em P que 
contenha o quadrado 4 o "dngulo sob o qual o quadrado 6 visto" de P . ) Tragar cuida- 
dosamente ambos os lugares geom£tricos e 6escrev6-los completamente. 

8. Chama-se "eixo" de um sdlido uma reta que liga dois pontos da sua super- 
ffeie e tat que o sdlido, girando em tomo dessa linha, em um Angulo superior a 0° e 
inferior a 360°, coincida com ele mesmo. 

Determinar os eixos de um cubo. Descrever claramente a locatizagfo desses ei- 
xos e calcular o Ingulo de rotag£o de cada um deles. Admitindo que a aresta do cubo 
tem comprimento unitirio, calcular a mSdia aritm^tica dos comprimentos dos eixos. 

9. Num tetraedro (nao necessariamente regular), duas arestas opostas tem o 
mesmo comprimento a e s£o perpendiculares entre si. AI6m disso, cada uma delas 6 
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perpendicular a uma Jinha de comprimento b que liga os seus pontos mtidios. Expri- 
mir o volume do tetraedro em fungao da a e b e demonstrar a resposta. 

10. Numa pirdmide, o v£rtice oposto a base 6 chamado "tfp/ce" (a) Chamemos 
uma pirSmide de "isdsceles" se o seu fipice estiver & mesma distincia de todos os ver- 
tices da base. Adotando esta def inigSo, demonstrar que a base de uma pirdmide isos- 
celes est£ inscrita num cfrculo cujo centro 6 o p6 da altura da pirdmide. 

(b) Chamemos agora de "isdsoeles" uma pirdmide cujo vSrtioe estiver & mesma 
distSncia (perpendicular) de todos os lados da base. Adotando esta definigSo (diferen- 
te da anterior), demonstrar que a base de uma piramide isbsceles estd tircunscrite a 
um cfrculo cujo centro 6 o p6 da altura da pirimide. 

11. Calcular os valores de x, y* u « v due satisfazem o sistema de quatro 
equagdes 

x + ly + 3v + 5u = 16 

8x + Ay + 6v + 2u = -16 

2x + 6/ + 4v + 8u = 16 

5x + 3/ + Iv + u *= -16 

[Parece demorado e enfadonho: procure um atalho.) 

12. Roberto, Pedro, e Paulo viajam juntos. Pedro e Paulo sffo bonsandarithos: 
cada um deles percorre a p4 p quildmetros por hora. Roberto estd com um pfi ma> 
chucado e dirige um pequeno carro com capacidade para duas pessoas, mas nao trds; 
o carro percorre c quildmetros por hora. Os tres amigos adotaram o seguinte esque- 
ma: todos partem no mesmo momento, Paulo no carro com Roberto e Pedro a p6. 
Depois de certo tempo, Paulo satta do carro e passa a andar, enquanto Roberto vol- 
ta para apanhar Pedro. Estes dois entao viajam no carro atg alcangar Paulo. Neste 
ponto eles trocam: Paulo passa para o carro e Pedro vai a p£, exatamente como come- 
garam a viagem. Todo o processo 6 repetido quantas vezes se fizerem necess£rias. 

(a) Quanto percorre, em quildmetros por hora # o grupo? 

(b) Que fragao do tempo de viagem o carro viaja com uma sd pessoa? 

(c) Verif ique os casos extremos de p = o e p - c. 

13. Tres ntimeros estao em progressed antmGtica e tres outros em progressed 
geom£trica. Somando-se sucessivamente os termos correspondentes dessas duas pro- 
gressdes, obt£m-se 

85, 76 e 84 

respectlvamente, e somando-se todos os trds termos da progressao aritmGtica, obt6m- 
se 126. Calcular os termos de ambas as progresses. 
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14. Determinar para m um valor tai que a equagdo em x 

x 4 - (3m + 2}* 1 + m 2 = 0 

tertha quatro rafzes reals em progressSo aritm^tica. 

15. O comprimento do perfmetro de um tri&ngulo retAngulo A 60 centfmetros 
e a altura relativa A hipotenusa 6 12 centfmetros. Calcular os lados desse triAngulo. 

16. Do pico de uma montanha divisam-se dois pontos, A e B, As linhasde 
visada para estes pohtos fazem o Angulo y . As inclinagdes dessas finhas de vrsada, 
em relagao a um piano horizontal, sao ct e (J, respectivamente. Sabe-se que os pon- 
tos A e B estAo no mesmo nfvel e que a distSncia entre eles 6 c. 

Expressar a altura x do pico, acima do nfvel comum a A e ftem fungaode 
dois Angulos, a e 0, e da distAncia c. 

17. Observando-se que o valor de 

12 3 » 

— +—+ — + ... + 

21 31 4! in + 1)1 

6 1/2, 5/6, 23/24 para n = 1, 2, 3, respectivamente, inferir a lei geral (pela 
observagao de outros valores, se necessArio) e demonstrar a inferAncia. 

18. Considerar a tabela 




i 



= i 


3 

+ 

5 


= 8 

7 

+ 

9 

+ 

11 

= 27 

13 + 

15 

+ 

17 

+ 

19 =64 

21 + 23 

+ 

26 

+ 

27 

+ 29 = 125 


Inferir a lei geral sugerida por estes exemplos, expressd-la numa notagAo matemAtica 
adequada e demonstrA-la. 

19. 0 lado de um hex&gono regular tem o comprimento n {n 6 um numero in- 
teiro). Por paralelas equidistantes a seus lados, o hexigono 6 dlvidido em T triAngu- 
los equilAteros, todos estes com lados de comprimento unitArio. Sejam V o numero 
de vArtices que apareoem na divisAo e 1 o nfrmero de linhas de comprimento unitA- 
rio. (uma linha-limite pertence aumou dois triAngulos, um vArtice a dois ou mais 
triAngulos.) Quando n = 1, que A o caso mais simples, T — 6, V = 7, L = 12. 
Considerar o caso geral e expressar T t V, L em fungAo de n, (Supor A bom, mas 
demonstrar A melhor.) 
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20. De quantas maneiras serA possfvel trocar um d6lar? (A "maneira de trocar" 
ficarA determ in ada quando se souber quantas das moedas divisionArias do d6lar — que 
sao 1 centavo, 5 centavos, 10 centavos, 28 centavos e 50 centavos — sSo utilizadas.) 

INDICATES 

1 . Qua! 4 a incognita? A cor do urso - mas como determinar a cor de um 
urso a partir de dados matemAticos? Quais sao os dados? Uma situagao geomAtrica 
— mas ela parece contraditdria: como poderia o urso, depois de percorrer tres qui 16- 
metros, na forma descrita, voltar ao ponto de partida? 

2. Conhece um problems cor re/a to? 

3. Se Roberto tivesse mu it as moedas, naturalmente nao teria nenhuma difi- 
culdade em colocar nos bo Isos moedas em ntimeros diferentes. £ posstve I reformular 
o problems? Qua I o menor numero de moedas que pode ser cotocado nos 10 bolsos, 
de modo que nao fiquem dois bolsos com o mesmo nfimero de moedas? 

4. Eis um problems corretato: Se o livro contiver 9 pAginas numeradas, qual- 
tos algarismos utilizarA o tipdgrafo? (9, A claro). Eis um outro problema correlator se 
o livro contiver exatamente 99 pAginas numeradas, quantos algarismos utilizarA o 
tip6grafo? 

5. £ posstvef reformular o problems? Quais serao os dois algarismos apaga- 
dos se o prego total, expresso em centavos, A divisfvel por 72? 

6. £ possfvet imaginar um problema corretato mais acessfvef? Um problema 
mais genirtco? Um problems anifogo? (GEneralizacAo, 2.) 

7. Conhece um problema corretato? 0 lugar geomAtrico dos pontos dos quais 
um dado segmento de reta A visto sob um dado angulo A composto de dois arcos err- 
culares cujas extremidades coincidem com as extremidades do segmento e que sAo 
simAtricas em relagAo ao segmento. 

8. Presumo que o leitor conhega bem o forma to do cubo e tenha encontrado 
alguns eixos por simples mspegao - mas serao esses todos os eixos? Pode demonstrar 
que a sua relagao de eixos A exaustiva? A sua relagao A baseada num claro prinefpio 
de cfassificagao? 

9. Consldere a incdgnita\ A inc6gnita A o volume do tetraedro — sim, $ei que 
o volume de qualquer piramide pode ser ca leu lado quando $Ao dadas a base e a altura 
(A o produto de ambas, dividrdo por 3), mas no caso presente n£o A dada a base, 
nem a altura. £ posstvef imaginar um problems mats acesstvel? (NSo vA um tetrae- 
dro mais acessfrel, que seja uma parte alfquota do tetraedro dado?) 

10. Conhece um teorema corretato? Conhece um teorema andlogo ... mais 
simples ... correlato? Sim: o pA da altura A o ponto mAdio da base de um triAnguio 
isdsceles. Eis um teorema corretato e j4 antes demonstrado, £ possfvet utilizer ... 
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6 seu m4todo? 0 teorema relative ao triSngulo isbsceles 4 demonstrado a partir de 
triangulos congruentes nos quals a altura 4 um lado comum. 

11. Presumes que o leitor tenha conhecimento sobre sistemas de equates 
lineares. Para resolver um tal sistema, temos de combinar as suas equagoes de alguma 
maneira: procure as relates que existam entre as equagoes e que possam indicar uma 
combi nagao parti cu la rmente vantajosa. 

12. Separe as diversas partes da condicionante. £ possivel anotA/as? Entre 
o ponto de partida e o ponto em que os trSs amigos voltam a se enoontrar hi tres 
diferentesfases: 

(1) Roberto vai com Paulo 

(2) Roberto volta sozinho 

(3) Roberto vai com Pedro. 

Chamemos t 1# e f 3 a duragSo destas tres fases, respectivamente. Como seria 
possivel decompor a condicionante em partes apropriadas? 

13. Separe as diversas partes da condicionante* £ possivel anotA-ias? Sejam 

a - d t a f a + d 
os termos da progressSo aritmitica e 

bg~\ b , bg 

os termos da progre$$3b geomitrica 

14. Qua! 4 a condicionante? As quatro raizes devem formar uma progressao 
aritmitica. No entanto, a equagao apresenta uma peculiaridade:somente cont4m po- 
tencias pares da inedgnita x. Portanto, se a for uma raiz, -a tambem o seri. 

15. Separe as diversas partes da condicionante . £ possivel anotA-las? Pode- 
mos distinguir tr4s partes na condicionante, referentes a 

(1) perimetro 

(2) trlingulo retlngulo 

(3) altura relativa'a hipotenusa. 

16. Separe as diversas partes da condicionante . £ possivel anotA-las? Sejam 
a e b os comprimentos (incognitas) das linhas de visada, a e 0 as suas respectivas 
Inclinagoes em relagao ao piano horizontal, Podemos distinguir trfis partes na condi- 
cionante, referentes a 

(1) inclinagaode a 

(2) inclinapao de b 

(3) triangufo de lados a r b e c. 


17. Reconhece os denominadores 2, 6, 24? Conhece um prob/ema correiato? 
Um probiema anAfogo? (iNDUgAo E INDUQAo MATEMATICA.) 

18. A descoberta por indugao exige a observagao. Observe os segundos mem- 
bros, os termos Iniciais e finals dos prlmeiros membros. Qual 4 a lei gerai? 

19. Trace uma figura. A observagao da figure pode ajudd-lo a descobrir, indu- 
tivamente, a lei gerai ou pode conduzi-lo 4s relagdes que existem entre T, V f L e n. 

20. Qua! 4 a inedgnita? Que se deve procurer? At4 mesmo o objetivo do pro- 
biema pode precisar de algum esclarecimento. £ possivel imaginar um probiema cor- 
reiato mais acessfvei? Um probiema mais gen4rico? Um probiema anA/ogo? Eis um 
probiema an&logo muito simpies; de quantas maneiras pode-se pagar a quantia de um 
centavo? (H4 apenas uma maneira.) Eis um probiema mais gerai: de quantas manei- 
ras pode-se pagar a quantia de n centavos com os clnco tipos de moedas, de 1 centa- 
vo, de 5 centavos, de 10 centavos, de 25 centavos e de 50 centavos? Estamos especial* 
mente interessados no caso particular de n — 100. 

Nos casos particutares mais simples, para pequenos valores de n podemos 
imaginar a resposta sem necessidade de qualquer m4todo complexo, s6 por tentatlvas, 
por inspegao. Aqui estd uma pequena tabela, que o leitor dever& verificar: 

n 4 5 9 10 14 15 19 20 24 25 

E n 1 2 2 4 4 6 6 9 9 13. 

A primeira linha mostra as quantias a pagar, genericamente chamadas de n. 

A segunda linha mostra as correspondentes "maneiras de pagar" genericamente 
chamadas de (A razSo da escotha desta notagSo 4 segredo meu, que ainda nao 
desejo revelar.) 

Estamos especialmente interessados em Ei 00t mas h4 poucas esperangas de 
que possamos caicular E t00 sem um m4todo claro. Com efeito, o presente probie- 
ma exige do leitor um pouco mais que os anteriores; 4 preciso criar uma pequena 
teoha. 

A nossa questao 4 gen4nca (caicular E n para um n gerai, mas 4 "isolada". 
£ possivel imaginar um probiema correiato mais acessivet? Um probiema anAfogo? 
Eis um probiema an£logo muito simples ; determinar A pr o numero de maneiras de 
pagar a quantia de n centavos, utilrzando apenas moedas de 1 centavo. {A p = 1J 

SOLUQ0ES 

1. Est4 pensando que o urso 4 branco e que o ponto P 4 o p6lo Norte? 
£ possivel demonstrar que isto 4 certo? Como ficara mais ou menos entendido, 
ideal i za mos a questao. Consideramos o globo ter rest re como uma esfera perfeita e o 
urso como um ponto material m6vel. Este ponto, deslocando-se para o sul ou para o 
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norte, descreve um arco de meridiano e descreve um arco de parafe/o quando se des- 
loca para leste. Temos doiscasosa distinguir. 

(1) . Se o urso retorna ao ponto P segundo um meridiano diferente daquele 
que seguiu quando deixou P r P £ necessariamente o p6lo norte. De fato, o unico ou- 
tre ponto do globo em que dois meridianos se encontram £ o p6Io sul, mas o urso 
somente poderia deixar este ponto deslocando-se para o norte. 

(2) 0 urso poderia voltar ao ponto P pelo mesmo meridiano segundo o qual 
deixasse P se, ao percorrer um quilometro no rumo leste, ele descrevesse um para- 
lelo n vezes, podendo n ser 1, 2, 3 ... Neste caso, P nao seria o p6lo norte, mas um 
ponto situado sobre um paralelo proximo do p6lo sul (e cujo perfmetro, em quilo- 
metros,seria ligeiramente inferior a 27 t + Vn). 

2. Representamos o globo terrestre da mesma maneira que no Problema 1. 
0 terreno que Roberto procure £ limitado por dois meridianos e dois, pa rale I os, 
Imaginem-se dois meridianos fixos e um paralelo que se afasta do equador: o arco 
do paralelo m6vel, interceptado pelos dois meridianos fixos, vai-se encurtando pro- 
gressivamente. 0 centro do terreno que Roberto procura s6 poderd estar situado so- 
bre o equador; portanto, ele nSo poderS o encontrar no Parang 

3. 0 menor numero possfvel de moedas num bolso serd, evidentemente, 0. 
0 maior numero seguinte ser$ pelo menos 1, o malor numero seguinte, pelo menos 
2 ... e o numero de moedas no Ultimo (dGcimo) bolso serfi pelo menos 9. Portanto, o 
numero mfnimo de moedas serd 

0 + 1 + 2 + 3 + ... + 9 = 45. 

Roberto nafo vai conseguir: ele s6 tem 44 moedas. 

4. Um volume de 999 p£ginas numeradas precisa de 

(? x 901 M3 k 900) 2 889 

algarismos. Se o grosso volume em questao conti ver x pdginas 

2 889 + 4(x - 999) = 2 989 
x = 1024. 

Este problema nos ensina que uma estimativa preliminar da incdgnita pode ser util 
(ou mesmo necessdria, como no caso presente). 

5. Se _679_ £ divisfvel por 72, ele o £ tanto por 8 como por 9. Se £ divisf- 
vel por 8, o numero 79_ deve ser divisfvel por 8 ( pois 1000 £ divisfvel por 8) e, assim, 
79_ tem de ser 792: o ultimo algarismo apagado £ 2. Se _6792 £ divisfvel por 9, a 
soma de seus algarismos deve ser divisfvel por 9 (regra dos "noves fora") e, portanto, 
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o prfmeiro algarismo apagado deve ser 3. O prego de um peru era (no tempo do 
vov6)$ 367,92 t 72 - $5,11. 

6. "Um ponto e uma figura com centro de simetria (num mesmo piano) sao 
dados pelas suas posigoes. Deter minar uma reta que passe pelo ponto dado e seja bis- 
setriz da Area da figura dada. "A reta pedida passa, naturalmente, pelo centro de si- 
metria," Ver PARADOXO OA INVENgAO. 

7. Qualquer que seja a posigao, os dois lados do angulo tem de passar por 
dois vertices do quadrado. Como passam pelo mesmo par de vertices, o v£rtice do 
3ngulo desloca-se segundo um mesmo arco de cfrculo (de acordo com o teorema 
que fundamenta a indlcagfc). Portanto, cada um dos dois lugares geom6tricos pedi- 
dos £ composto por diversos arcos de cfrculo: por 4 semicfrculos no caso (a) e por 
8 quadrantes no caso (b); ver figura 31. 



Figura 31 

8. O eixo trespassa a superffcie do cubo num certo ponto que ou £ um Veni- 
ce do cubo, ou fica sobre uma aresta, ou no interior de uma face. Se o eixo passa 
por uma aresta (mas nao pelos seus extremes) esse ponto £ o ponto m6dio, pois 
do contrdrio a aresta nao coincidipa com ela pripria ap6s a rotagSo. De modo seme- 
Ihante, um eixo que perfura o interior de uma face deve passar pelo seu centro. Qual- 
quer eixo deve passar, evidentemente, pelo centro do cubo. HA, portanto, eixos de 
tres tipos; 
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0) 4 eixos, cads um passando por dois vertices opostos; Angulos de 120° e 

240 °; 

(2) 6 eixos, cada um passando pelos pontos m£dio$ de duas arestas opostas; 
Sngulosde 180°; 

(3) 3 eixos, cada um passando pelo centro de duas faces opostas; Sngulos de 
90 rf ,180° e 270°. 

Para o comprimento de cada eixo do primeiro tipo, ver sepao 12; os outros sao 
ainda mais f£ceis de calcular. A m£dia procurada 6 


4 V3~ + 6^~ + 3 j g 
13 

(Este problema € utif no estudo da Cristalografia. 0 leitor'que tenha bons conheci- 
mentos do Caiculo integral poder4 observer que a m£dia calculada constitui uma 
aproximapSo razodvel para a "fargura m6dia" do cubo, que na realidade 4 3/2 = 1,5.) 

9. O piano que passa por uma aresta de comprimento a e pela perpendicu- 
lar de comprimento 6 divide o tetraedro em dois outros tetraedros mais acessfveis, 
cada um dos quais tern por base abl 2 e por altura e/2. Portanto, o volume procu- 
rado 


_ 1 ab a 

— 2 x — x — x — 
3 2 2 



10. A base da pirSmide 4 um polfgono de n lados. No caso (a), as n ares- 
tas laterals da piramide sSo iguais; no caso (b), as alturas (trapadas a partir do dpice) 
das n faces laterals s5o iguais. Se traparmos a altura da pirdmide e ligarmos o seu p6 
aos n vertices da base no caso (a), mas aos p4s das alturas das n faces laterais 
no caso (b), obteremos, em ambos oscasos, n triingufos retSnguios dos quais a aftu- 
ra {da piramide) 4 um fado comum: posso afirmar que esses n trftngulos ret Angulos 
sao congruentes. De fato, a hipotenusa [uma aresta lateral no caso (a), a altura la- 
teraf no caso [b)] tern o mesmo comprimento em ambos, de acordo com as defini- 
poes pro post as no enunciado do problema; apenas acrescen tamos que um outro lado 
(a altura da piramide) e um §ngulo (reto) sao comuns a todos. Nos/? triSngulos con- 
gruentes, os terceiros lados devem tamb£m ser iguais; eles sao trapados a partir do 
mesmo ponto (o p& da altura) no mesmo piano (o da base). AI6m disso, formam n 
raios de um cfrculo circunscrito a, ou inscrito na, base da piramide, respectivamente 
nos casos (a) e (b). [No caso (b), resta, por£m, a demonstrar que os n raios men- 
cionados sao perpendicu lares aos respectivos lados da base; isto se deduz de um co- 
nhecido teorema da Geometria Espacial, relativo a projepoes.] 


11. Observe-se que a relapao existente entre a primeira equapao e a ultima & 
semelhante 3 que existe entre a segunda e a terceira: os coeficientes dos termos do 


172 


primeiro membra s£o os mesmos, mas na ordem inverse, enquanto que os do se- 
gundo membra s5o opostos. Somando a primeira equapao d ultima e a segunda 
h terceira: 

6(x + u) + 10 + v) = 0, 

10 (x + u) + 10 (k + = 0. 

Este results do pode ser considerado como um sistema de duas equapoes lineares a 
duas incbgnitas, x + u e y + v, que facilmente fornece 

x + u = 0, V + v = 0. 

Substituindo u por -x e v por -y nas duas primeirasequapSes do sistema ori- 
ginal encontramos 

— Ax + Ay = 16 
6x — 2y — — 1 6 . 

Este sistema simples fornece 

x = -2, y = 2, u = 2, v = -2. 

12, Entre o ponto de partida e o ponto de encontro, os tres amigos percorre- 
ram a mesma dist8ncia. (Lembre-serdistancia = velocidade x tempo.) 

Distinguimos duas partes na condicionante: 

Roberto percorreu a mesma distancia que Paulo: 

ct x — ct 2 + cf 3 — ct 1 + pt 2 + Ph, 

Paulo percorreu a mesma distancia que Pedro; 

cti + pt 2 + pf 3 = pt 1 + pt 2 + ct 3 , 

A segunda equapao fornece 

ic - p) t t = ic - p) f 3 . 

Admitlmos, a claro, que o carro € mais ripido que um pedestre, portanto c > P- 
Donde 

fi = fs; 
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isto 6, Pedro anda tanto quanto Paulo. Da primeira equagSo, conclufmos que 


Jt c + p 

t 2 c ~P 

que tf, evidentemente, tamtam o valor de t x / 1 2 , Daf obtemos as respostas 

, t cit x - 1 2 + r 3 > c(c + 3 p) 

(a) = — 

fi + t 2 + ts 3c + p 


fa _ c - p 

fi + fa + f 3 3c + p 


(c) Defato, 0<p < c, Hd dois casos extremos: 

Se p — 0, (a) fornece c/3 e (b) fornece 1/3 
Se p = c, (a) fornece c e (b) fornece 0. 

Estes resultados sao fdceis de verificar sem o aux flio de cdlculos. 

13. A condicionante 6 facilmente decompose em quatro partes, e expressas 
pelas quatro equagoes 

a - d + bg- 1 — 85 

a + b =76 

a + d + bg =84 

3a = 126. 

Da ftltima equapSo extrai-se a = 42, e da segunda b = 34. Somando-se as duas 
equagoes restantes (para eliminar d), obt6m-se 

2 a + b {g- 1 + g) = 169. 

Como a e b jfi sSo conhecidos, temos agora uma equag£o quadratics em g, que 
fornece 


9 = 2, d = —26 


9 = 1/2, d = 25, 


As progressoes $So 


68, 42, 16 17, 42, 67 


17, 34, 68 68, 34, 17 
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14- Se a e — a forem rafzes de menor valor absolute, elas serao consecu 
tivas na progressSo, a qua! terd a forma 

-3a, -a, a, 3a. 

Portanto, o pnmeiro membro da equapao deverd assumir a forma 

(x 2 — a 2 ) (x 2 — 9a 2 ). 

Efetuando a multiplicagao e comparando os coeficientes de potencias iguais, obte- 
mos o sistema 

10a 2 = 3m+ 2 

9 a 4 = m 2 , 

Por eliminagao 

19 m 2 - 108/77 - 36 = 0* 

De onde m = 6 ou —6/19. 


15, Sejam a, b e c os lados, sendo o ultimo a hipotenusa. As trfis partes 
da condicionante sSo expressas por 

a + b + c = 60 

a 2 + b 1 = c 2 

ab = 12c. 

Observando-se que 

(a + b) 2 = a 2 + b 2 + 2 ab 

obtem-se 

(60 - c) 1 = c 1 + 24c. 

Portanto, c = 25 e a — 15, b = 20 ou a = 20, 6 = 15 (nSo faz dife- 
renga quanto ao triSngulo). 
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n(n + 1) , 

m = 1 + 2 + 3 + ... + «= 

2 

ver INDUC^O E INDUQAO MATEMATICA, 4. Portanto, o termo final da soma do pri- 
meiro membro deverfi ser 

2m — 1 = n 2 + n — 1. 

Podemos deduzir de duas maneiras o termo inicial da soma considerada: voltando 

dois passos, a partir do termo final, encontramos 

(n 1 + n - 1) - 2(n - 1) = n 1 - n + 1 

enquanto que, avangando um passe, a partir do termo final, chegamos a 

[in - \) 2 + in - 1) -1] + 2 

o que, por simplificagao rotineira, reduz-se d mesma coisa:excelentef Podemos, pois, 
afirmar que 

(n 1 - n + 1) + (n 5 - n + 3) + ... + (n 1 + n - 1) = n 3 

na qual o primeiro membro indica a soma de n termos sucessivos de uma progressSo 

aritm£tica cuja razao € 2. Se o leitor conhecer a regra para determiner a soma de uma 
tal progressfo (a m£dia aritnn6tica dos termos inicial e final multiplicada pelo numero 
de termos), poderA verificar que 

(n 2 — n + 1) + {n 2 + n - 1) _ ^ 

2 

e assim demonstrar a afirmativa. 

(A regra citada pode ser facilmente demonstrada com o auxflio de um figura 
que pouco difere da 18.) 

19, 0 comprimento do perfmetro do hexdgono regular de lado n & 6n. 
Portanto, este pen'metro 6 composto de linhas-iimrte de comprimento unit£rio e 
cont£m 6/r vertices. Por conseguinte, na transigao de n' — 1 para n, V aumenta 
de 6/i unidadese, assim, 

V - 1 + 6(1 + 2 + 3 + ... + /i) = 3n 2 + 3n + 1; 

ver INDUQAo E induqAO MATEMATICA, 4. Por 3 diagonals que passam pelo seu cen- 
tro, o hex^gono fica dividido em 6 (grandes) triangulos equil&teros. Examinando-se 
um deles, verifica-se que 


177 



T = 6(1 + 3 + 5 + ... + 2n - 1) = 6n 2 


Um pouco de atenqao revelarS que estas f6rmulas permanecerao vSlidas se ft- 
zermos 


(de acordo com a regra para a soma dos termos de uma progress£o aritmgtica, men- 
cionada na solugao do problema 18), Os T trtingulos tem, em con junto, 3f la dos, 
Neste total 37*, cada linha divtsbria interna £ contada duas vezes, enquanto as 6 n 
linhas de perfmetro s§o contadas uma s6 vez. Daf 

2 L =3 T + 6 n t L = 9/i* + 3 n. 

(Para os leitores mais adiantados: do teorema de Euler referente aos poliedros, 
segue-seque T + V — L + 1. Verifique esta relagao!) 


20, Eis um conjunto bem ordenado de problemas and logos: calcular A p/ 
Bfr C rr e ^ a< * a uma c * estas grandezas representa o numero de maneiras 
pelas qua is se pode pagar a quantia de n centavos; a diferenga este nas moedas para 
isso utilizadas: 

A n apenas moedas de 1 centavo 

B n moedas de 1 e de 5 centavos 

C n moedas de de 5e de 10 centavos 

D n moedas de 1, de 5, de 10 e de 25 centavos 

£ n moedas de 1 , de 5, de 1 0, de 25 e de 50 centavos. 

Os sfmbolos E n (agora este claro o motivo) e A n jS foram usados antes. 

Todos os modos e maneiras de pagar a quantia de n centavos com os cinco 
tipos de moedas est&o enumerados em Podemos, no entanto, distinguir duas 
possibilidades: 

Primeira. Nenhuma moeda de 50 centavos 6 utilizada. O numero de maneiras 
de assim fazer o pagamento6 D n , por definigfo; 

Segunda . £ utilizada uma moeda de 50 centavos (possivelmente mais de uma). 
Oepois de ser entregue a primeira moeda de 50 centavos, faltard a pagar a quantia 
de n — 50 centavos, o que pode ser feito de exatamente £„ maneiras. 

n- 5 o 

Inferimos que 


Analogamente, 


O n 

ii 

+ 

D„- 

25 

On 

ii 

& 

+ 

Cn- 

10 , 


II 

+ 

B n - 

5. 


A o — B q — Cq “ Dq — Eq — 1 

(o que, evidentemente, faz sentido) e considerarmos qualquer uma das quantidades 
Afi r B n E n como iguais a zero quando o seu fndice for negative. (Por exemplo, 
E 2 s — D 25t como se ve imediatamente, o que este de acordo com a nossa primeira 
formula, pois E 2 s “so = E_ 2S = 0.) 

As nossas formulas permitem-nos calcular as quantidades regress/ vamente, isto 
e, voltando a valores mais baixos de n ou a letras anteriores do alfabeto. Por exem- 
plo, podemos calcular C 30 por simples soma se C 2 0 e B$ 0 j& forem conhecidos. 
Na tabela abaixo, a linha inicial, corresponde a A n , e a coluna inicial, corresponde 
a 0, somente contem numeros iguais a 1 . (Por qu£?) A partir desses numeros iniciais, 
calculamos regressivamente os outros, por simples somas; qualquer numero da tabe- 
la e igual, quer ao numero que Ihe fica acima, quer 3 soma de dois numeros: o que 
Ihe flea acima e um outro situado £ sua esquerda. Por exemplo, 

Cjo = ^30 + ^20 = 7 + 9 = 16, 

Efetuairvse as contas ate E s o — 50: pode-se pagar a quantia de 50 centavos de 
exatamente 50 maneiras diferentes. Levando adiante as contas, o lei tor poderd veri- 
ficar por si prbprio que E 100 = 292: 6 possfvei trocar um dd/ar de 292 maneiras 
diferen tes. 


n 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

A n 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

B n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

C n 

1 

2 

4 

6 

9 

12 

16 

20 

25 

30 

36 

D n 

1 

2 

4 

6 

9 

13 

18 

24 

31 

39 

49 

E n 

1 

2 

4 

6 

9 

13 

18 

24 

31 

39 

50 
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